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Chapitre 1
Généralités

1.1 Les objectifs

Dans le cadre du cours de Mécanique de lére année vous avez étudié
le mouvement et léquilibre de solides indéformables. Lexpérience montre
que, soumis & des forces, les solides se déforment et peuvent se rompre. La
résistance des matériaux (RAM) se propose donc détudier les déformations et
les limites de résistance des pieéces mécaniques. Plus généralement, on étudie
en RAM le comportement de solides réels, donc déformables, sous laction de
forces extérieures. La résistance des matériaux doit permettre dassurer :

— la sécurité des constructions ou des mécanismes, en calculant leur

résistance et en sassurant que leurs déformations restent compatibles
avec le bon fonctionnement des machines,

— la réalisation de constructions économiques, en localisant la matiere

la ou elle est utile.

1.2 Les problemes rencontrés

1.2.1 Calcul de Résistance

IT permet de déterminer toutes les dimensions dune piece, de telle fagcon
quen aucun point de sa structure, les sollicitations internes ne dépassent une
certaine limite. Cette limite est définie par les caractéristiques mécaniques
des matériaux obtenues lors dessais.

1.2.2 Calcul de Rigidité

La plupart des organes mécaniques doivent rester rigides. Sous linfluence
des sollicitations extérieures, il convient le plus souvent que les déformations
restent faibles et de toute facon dans le domaine élastique.



1.2.3 Calcul de Vérification

Lorsqu’on étudie une piece mécanique, on doit au départ simplifier les
formes de celles-ci et le plus souvent modéliser le systéme de forces exté-
rieures (ou actions mécaniques) qui lui sont appliquées. La valeur de ces
actions mécaniques sera recherchée en fonction des dimensions et du maté-
riau de la piece mais aussi en fonction de sa déformation admissible.

1.2.4 Choix du Matériaux

Le probleme réciproque peut se poser : connaissant les dimensions dune
piece (conditions restrictives dencombrement ou de poids), le calcul de ré-
sistance permet alors le choix du matériau.

1.3 Les Moyens

Afin datteindre les objectifs quelle sest fixée, la résistance des matériaux
doit établir des relations entre des parameétres de nature différente :

Forces extérieures o———— | Forces inténeures au solide
appliquées au solide étudié étudié

@D Déformations @

Formes géométriques

Caracténstiques du matérnau

1.3.1 Principe Fondamental de la Statique

Le principe fondamental de la statique (PFS) sapplique en RAM afin de
définir les actions mécaniques (AM) extérieures exercées sur un solide réel
déformable. Nous verrons par la suite quil permet également de définir les
efforts internes au solide aprés quune coupe fictive ait révélé ces efforts.

1.3.2 L’Expérimentation

Afin de définir une relation entre les déformations et les efforts appliqués,
on fait appel a lexpérimentation. Les méthodes expérimentales permettent
de caractériser le matériau : essai de traction, de compression, ...



De plus la suite ces résultats expérimentaux sont utilisés dans le valider les
modeles théoriques.

1.3.3 Les modeles Théoriques

Les solides étudiés sont déformables. Leur étude précise est lobjet de
la mécanique des milieux continus. Le comportement de milieux continus
conduit a des modeles théoriques, solutions déquations différentielles ou in-
tégrales. Ces modeéles nécessitent lutilisation de techniques mathématiques
et numériques puissantes mais complexes.

Basés sur des hypothéses simplificatrices réalistes, les modeles théoriques
retenus en RAM seront beaucoup plus simples. Ils respecteront néanmoins
les régles principales de la mécanique des milieux continus.

1.4 Les principaux Développement en RdM

— XVlIeme siecle : lers travaux expérimentaux sur les effets de la trac-
tion et de la flexion (Galilée).

— XVIlIeme siecle : Loi expérimentale fondamentale de la proportion-
nalité entre efforts et déformations (Hooke).

— XVIIIeme siecle : Hypothese des sections droites (Bernouilli). Théorie
de la flexion (Coulomb), théorie du flambage (Euler).

— XIXeéme siecle : Théorie mathématique du milieu continu élastique
(Navier, Lamé, Saint-Venant, Poisson).

— XXeme siecle : Utilisation de techniques expérimentales plus précise
(photoélasticimétrie, extensométrie, ...). Utilisation de techniques de
calcul puissantes et étude de nouveaux matériaux (alliages légers,
matieéres plastiques, matériaux composites).



Chapitre 2

Hypotheses de la RAM

2.1 Hypotheéses sur le Matériau

La matiére est continue : les distances intermoléculaires sont toujours
trés petites devant les plus petites dimensions que nous aurons a utiliser.

La matiére est homogeéne : cest a dire quelle a les mémes propriétés
en tous points. Cette hypothese est tout a fait justifiée pour les matériaux
métalliques usuels et les matieres plastiques. Par contre, elle est déja moins
vraie pour les pieces ayant subies un traitement de surface et elle ne corres-
pond plus qua une vue moyenne dans le cas des matériaux composites.

La matiere est isotrope : les propriétés des matériaux sont les mémes
dans toutes les directions de lespace. Comme précédemment cette hypothese
est tout a fait justifié dans le cas de matériaux métalliques ou plastiques mais
elle nest plus vérifiée pour les matériaux composites ou pour le bois.

2.2 Hypothese sur la Disposition de la Matiere

Les solides étudiés en RAM, appelés 1 Poutres 7 sont de formes relative-
ment simples : Définition : on appelle poutre, un solide continu, homogene,
isotrope engendré par une surface plane (S) dont le centre de surface G décrit
une courbe (C). Les caractéristiques de la poutre sont :

seckion droite (Z) {ilre moyerne [AB]

— Les dimensions de la section (S) peuvent étre lentement variables,



— (C) sappelle ligne moyenne, (C) est une droite (cas général) ou une
courbe de faible courbure,

— Le plan de (S) reste perpendiculaire a (C),

— Des points disposés de fagon identiques sur les sections droites jouissent
de certaines propriétés communes, on dit quils appartiennent a des
fibres,

— Les dimensions transversales sont tres inférieures a la longueur de
(C).

Remarque : nous nous intéresserons dans le cadre de ce cours a des poutres
présentant au moins un plan de symétrie.

2.3 Hypotheses sur Actions Mécaniques Extérieures

— Plan de symétrie : les forces extérieures seront situées dans le plan de
symétrie de la poutre ou alors disposées symétriquement par rapport
a ce plan.
— Points dapplication : pour un calcul de résistance ou de déformation,
il nest pas possible de remplacer un systeme de forces extérieures par
un systeme équivalent.
Exemple : les systémes de forces définis en (a) et (b) sont équivalents (du
point de vue des réactions dappuis calculées notamment) mais ne provoquent
la méme déformation.

ro| My

— Types dactions mécaniques extérieures : un solide ne peut subir que

deux types de sollicitations extérieures :

— Des actions de contact qui se traduisent par des charges concen-
trées : (Ml,}?’l) , (Mg,f?g) , ou moments (M_]\>43);

— Des actions a distances (par exemple la pesanteur) qui agissent sur
chaque partie du volume du solide : ce sont des charges réparties
(sur par exemple) : elles sont définies par une densité linéique p
exprimée en N/m.
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— Les déformations étant petites devant les dimensions de la poutre,

24

les actions sexercant sur celle-ci seront calculées a partir du Principe
Fondamental de la Statique (PFS) ou de la Dynamique du solide
indéformable. De méme, les points dapplication des forces appliquées
ne seront pas déplacés lors de la déformation de la poutre.

Hypotheses sur les Déformations

Hypotheése de Navier et Bernouilli : les sections planes normales aux
fibres avant déformation demeurent planes et normales aux fibres
apres déformation.

e Rl

RRTUR I

Ty

Hypothese de Barré de Saint Venant : les résultats obtenus en RdM
ne sappliquent 1 normalement z qua une distance suffisamment éloi-
gnée de la région dapplication des efforts concentrés. On considere
généralement que les résultats de la RAM sont valables & une dis-
tance dune charge concentrée environ égale a 2 fois une dimension
caractéristique dune section droite. Ainsi , on ne sintéresse pas a la
maniere dont sont appliquées les actions mécaniques extérieures. Les
deux problémes ci-dessous sont donc considérés équivalent.

Zone ou les résultats de la RDM

sont représentatifs de la réalité

10



Remarque : cette restriction, trés importante pour ce qui concerne la
répartition locale des contraintes, na quun effet négligeable pour la détermi-
nation des déformation globales.

11



Chapitre 3

Torseur de cohésion

3.1 Définition de la Coupe Fictive

Soit E le solide assimilé & une poutre et E lensemble extérieur a F.
Ry(0, 56, %, z_(;) un repere lié & E tel que (0, 56) soit confondu avec la ligne
moyenne. Considérons un plan P_L(0, ) et S la section droite de E ainsi
définie. Soit G dabscisse x, le centre de surface de S : dans R(0, 56, 376, z_é),

_>

OG=z :1?0 définit la position de la section droite fictive S.
La coupure fictive par le plan P, partage la poutre F en deux trongons Fy
et Fy .

8

P T £ e
- -
- -
-~ -
- -~
- -
—

3.2 Définition du Torseur de Cohésion

Les actions mécaniques que le troncon Fs exerce sur Ej a travers la
section droite fictive S sont des efforts intérieurs a la poutre E . La répartition
de ces efforts est a priori inconnue mais ils peuvent étre modélisés par un
torseur appelé torseur de cohésion dont les éléments de réduction au point
G, centre de surface de S, sont donnés par :

12



Rir =R
{%oh}G = {TE2—>E1}G = { M - M
3.3 Etude des Actions Mécaniques Extérieures a
E

E est soumise de la part de E' a des actions mécaniques (AM) extérieures
concentrées ou réparties.

— _ — _
Soit R (F — E) la résultante générale et Mg (E — FE) le moment
résultant au point G du torseur des actions mécaniques de E sur E . E
étant en équilibre, le PFS permet décrire : T(E — E) = 0 ce qui entraine

en G :
- = —
{R(E—>E)—O }
- —
ol My (E— E)=0

En utilisant la notion de coupe fictive, les AM de E sur E peuvent étre
séparées en deux groupes :

— Le torseur des AM extérieures appliquées sur Fy :

5 _ | rE-E)
{T(E — E1)} G{ M, (E > By }

— Le torseur des AM extérieures appliquées sur Fs :

13



(r(B > By} = { R (E ~ Bi) }
G

- _
Mg (E — Eg)

Les équations déquilibre (1) de la poutre peuvent alors sécrire :

R(E—E)+R(E- E>=6
M, (E = E\)+ My (E = E2) =0

3.4 Relation Entre Torseur de Cohésion et Tor-
seur des AM Extérieures a la Poutre

Isolons le troncon Fj :

(Ro)4 Yo

Celui-ci est en équilibre sous laction de 2 torseurs dAM :

5 _ | rE-E)
{(7(E - E1)) G{ i (B B }

Le torseur des AM que E»s exerce sur F a travers la section droite fictive

{Tcoh} = {
G

14
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Appliquons & E; le PFS {7(E — E1)} + {7eon} = {0} soit :

- = - —

R (E — E1)+ R=0

— — = (3'1)
. M, (E — E1)+ My;=0

Compte tenu de (2) et (3), les éléments de réduction en G du torseur des
efforts de cohésion peuvent donc sexprimer de deux facons :

{ fi== R (E > E) } (3.2)
o\ M= M, (B~ E)
{ f%: - E(E,_) Es) } (3.3)
a Mg: — Mg (E — Ez)

A retenir : {Teon}ts = {1(E — Ey)} = —{7(E — E1)}
Remarques : dans le but de déterminer, dans une section droite don-
—
née S repérée par labscisse x de son centre de surface, les composantes R

5
et Mg du torseur de cohésion, nous utiliserons soit les relations (4), soit les
relations (5) ; seul la simplicité des calculs guidera notre choix.

En déplagant le point G tout au long de la ligne moyenne, on obtient
lévolution des efforts de cohésion dans la poutre.

3.5 Repeéere de Définition des Sollicitations

15



—
Soit R(G, ?, Y, ?) le repére local lié & la section droite fictive S. Ce repere est
)

tel que (G, 7) définissent la normale extérieure & S relativement au troncon

=
E; . Les axes (G,y V) et (G,y ?) appartiennent alors au plan P de la
section droite S dont ils sont généralement des axes de symétrie (ou axes

%
principaux dinertie). R(G,?, Y, ?) est appelé repeére de définition des
sollicitations, il sera toujours direct.

3.6 Domination des Composantes du Torseur de

Cohésion
. e din i NP .
Dans le repere R(G,x, Y, z) défini ci-dessus, les relations (4) ou (5)
ﬁ
permettent de connaitre en G : {7.n} = { § }
M,
G g

Définitions :
Effort normal N : projection de R sur (G, 7).
— —
Effort tranchant T : projection de R sur le plan de la section droite S, plan
%
défini par (G, Y, ?) .
— — N
Moment de torsion M, : projection de Mg sur (G, z) .

— —
Moment de flexion My : projection de Mg sur le plan de la section droite
- =

(G, Y, z).
- = = — — —
Par conséquent : |R=N + T et Mg=M; + My

— — —
On définit également les projections de T' et de M sur les axes (G, ¥) et
(G, ;) . Les composantes algébriques des éléments de réduction du torseur

16



de cohésion sont :

Définitions : .
.
N : composante algébrique de leffort normal N sur (G, x)

— —
T, : composante algébrique de leffort tranchant 7" sur (G, ¥)

‘1 — N
T, : composante algébrique de leffort tranchant T sur (G, 2)

N
M, : composante algébrique du moment de torsion M; sur (G, a_g)

— —
My, : composante algébrique du moment de torsion My sur (G, ¥)

— —
M, : composante algébrique du moment de torsion My sur (G, z)
Soit dans R(G, ?, Z, ?) :

.
R=N.Z+T, ¥ +T.. 7 et Mg=M, T +M;,. §J +M;.. 7

Remarque : Les éléments de réduction au point G du torseur des efforts

de cohésion sont calculés a partir des équations déquilibre de E en utilisant

(4) ou (5). Ces éléments sont exprimés dans Ry(O, 20,0, 20) , on a donc

tout intérét a choisir pour létude de léquilibre de la poutre E , un repére
— = — . N =T TN iz

Ry(O, 9, y0, 20) parallele au repére R(G, z, Y, z) lié & S.

3.7 Diagrammes

Les composantes algébriques N, T, T, M;, My, , M, varient en fonction
de la position x du centre de surface G de la section droite fictive S. La
représentation graphique des fonctions : N(x), Ty(x), T (x), My(x), My, (x),
My (x) donne les diagrammes des composantes des éléments de réductions
en G du torseur des efforts de cohésion. Ces fonctions peuvent présenter
des discontinuités, par exemple lorsque le plan P de S rencontre le point
dapplication dune charge concentrée ou un moment localisé.

3.8 Définitions des Sollicitations

Si les éléments de réduction en G du 1 forseur, des efforts de cohésion font
apparaitre un seul des quatre éléments N, T', My, My non nul, la sollicita-
tion est dite simple. Tout autre cas que les cinqg définis ci-dessus définira
une sollicitation composée.

Traction ou compression simple

17



Si N > 0 : extension; Si N < 0 : compression

Cisaillement simple

M, =0
M, =0
o
Torsion simple
EATH)
(E4)
G \ M1 i
I S '; S 5 i =
: ] :"Hi.r: [:I AHJ- == l:l
z el *
_'I_= I:I 41’.'{..1 = |:|

Flexion plane simple

18
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]
H
=
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Remarque : ce dernier cas de la flexion plane simple se rencontrant
rarement, on conviendra de donner le nom de flexion plane simple au cas
trés courant défini par la figure ci-dessous. Le cas précédent sera ainsi appelé
flexion pure.

¥R
(E4) T
£ 1
€
¢
_ ,: G X
M\ g (s) sy -
) N=0 |M,=0
T e -
T=0 ﬂcff =0

19



Chapitre 4

Notion de Contrainte

La connaissance du torseur de cohésion en tous points de la ligne moyenne
ne permet pas de conclure par rapport au dimensionnement dune poutre
puisque ce torseur constitue une grandeur globale définie au centre de sur-
face dune section droite. Il est donc nécessaire détudier, dans cette section
droite, les grandeurs locales. En effet, les efforts de cohésion se répartissent
en tous points de la section droite S suivant une loi a priori inconnue. Notons

_>
A f laction mécanique au point M et AS 1élément de surface autour de ce
point. Soit la normale extérieure en M.

On appelle vecteur contrainte au point M relativement a 1élément de surface

o - - = -
AS orienté par sa normale extérieure x, le vecteur noté 7' (M, x) tel que :

AF _df
— —
M,z)= lim — = — 4.1
T M) = Jim X5~ as (4.
La contrainte est une grandeur vectorielle, elle est définie en un point pour
une section donnée. Ce vecteur a sa propre direction. On le décompose alors
en deux composantes.
Définition :

— On appelle contrainte normale I , la projection de e (M, Ez) sur la

normale .

20



— On appelle contrainte tangentielle T , la projection de - (M, ?) sur
le plan de lélément de surface AS.

Dapres (4.1), nous pouvons dire que la dimension dune contrainte est
celle du rapport dune force par une surface. Elle sexprime donc en N/m?
(ou Pascal).

On utilise fréquemment certains multiples du pascal :

— le mégapascal ou M Pa : 1M Pa = 106Pa = 1N/mm? (le plus utilisé)
— le gigapascal ou GPa = 10°Pa
— le bar : 1 bar = 10°Pa

Remarque : la contrainte est homogene a une pression ; toutefois, alors
que la pression au sein dun fluide est une grandeur scalaire, il nen va pas de
méme pour la contrainte en un point dun matériau. La théorie de lélasticité
montre que la contrainte dépend de lorientation du plan de la coupure, donc
de la direction de z . Lensemble des extrémités du vecteur contrainte quand
7 varie est une ellipsoide (appelée ellipsoide de Lamé). Dans le cas parti-
culier dun systéme de forces pouvant se ramener a un systéme coplanaire,
cet ensemble est une ellipse. Ce probleme général, assez difficile a analy-
ser explique pourquoi au cours de notre étude nous nous limiterons a des
directions de coupure privilégiées lorsquil faudra calculer des contraintes.

21
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Chapitre 5

Etude des sollicitations
simples

5.1 Traction Pure - Compression Pure

5.1.1 Définitions

Une poutre est soumise a une sollicitation de traction pure ou de com-
pression pure si la seule composante non nulle du torseur de cohésion au
centre de surface G dune section droite est leffort normal N .

N 0
{%oh}: 0 0
el 00 (G, Z,9,7)

La seule géométrie permettant dobtenir ce torseur de cohésion en tout point
de la ligne moyenne est celle dune poutre rectiligne.

Le signe de leffort normal N détermine si la sollicitation est une traction
pure ou une compression pure.

Mlustration :
_F 7
i

-F | )

«—  t— ; ) .
N.T=F N=0 Traction pure
_F F*
— <
—Fr | y
- = o N<0 Compression pure
! N-X=F'
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5.1.2 Contraintes

Leffort normal N génére un vecteur contrainte uniforme sur une section
droite et possede seulement une composante normale. La composante tan-
gentielle est nulle.

—
Dans une section droite (S) donnée, T (M, Z) =0 7 avec o = csteVM € (S)

On peut donc déterminer la relation entre leffort normal et la contrainte
normale :

[Js T (M. 3)ds=N7 et [ [go 7 ds={o][ [sds] 7= 05 7}

=0=

=z

N>0 = so=lo=s Tmeion omsssrmesies e o

N=0 = g=0 = Compression —-—.——-—-—.— e T

5.1.3 Déformations

Prenons le cas dune poutre sollicitée en traction simple. Sous leffet du
chargement, la longueur de la poutre augmente et les dimensions de la section
diminuent. Cette réduction des dimensions transversales est appelée 1 effet
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poisson z. Limportance de ce phénomene est caractérisée par le coefficient
de poisson v. Ce coefficient est compris entre 0.2 et 0.5 selon les matériaux.
Pour les aciers il est de 0.3. Lorsque v = 0.5, le matériau ne change pas de
volume au cours de la déformation. Cest le cas notamment du caoutchouc.
Considérons un volume élémentaire parallélépipédique quelconque de la
. . . . - = = .
poutre, de dimensions X, Y et Z suivant les trois axes =, ¥, 2. Les variations
. . , — e -
de ces dimensions sont notées : Ax x, Ay ¥, Az z.

y

| Etat non déformé ‘ _:I_’ 2
T oy b

‘ Fitat déforme ‘

s . I""E&: 3
F T
X X AX X

On définit les allongements unitaires ou dilatation linéaire suivant les trois
axes par :

AX AY ; AZ
= — prng 76 [ —
T Tx YT Ty Ty
L’effet Pousson se traduit par : ¢, =€, = —v.€,

5.1.4 Essai de Traction

Lessai de traction est lessai fondamental de caractérisation des proprié-
tés mécaniques des matériaux utilisés en construction mécanique. Il consiste
a imposer un allongement AL & une éprouvette et a mesurer leffort de trac-
tion F correspondant. Le déplacement est appliqué progressivement de facon
croissante jusqua la rupture de léprouvette. La vitesse de chargement est en
général controlée.
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Eprouvette d’Essai

Les conditions a respecter sont qualitativement les suivantes :

— Les tétes de léprouvette sont dune section supérieure a la section Sy
de la partie centrale de léprouvette. Ainsi les phénomeénes caracté-
risant le comportement du matériau se produiront dans cette partie
centrale 0105 de longueur L.

Lo

Y

O (9]

Zone de mesure

|
1
'
'
|
1

S0 : section de I'éprouvette

— La partie centrale (zone de mesure), de section Sy, est reliée aux tétes
par une zone intermédiaire dans laquelle la section varie progressive-
ment.

— La partie centrale est allongée. On peut ainsi faire lhypothese que
dans la zone de mesure la déformation est uniforme. En conséquence,
les faces planes de deux sections successives restent planes et paral-
leles entre-elles. Le matériau étant homogene, leffort de traction se
répartit uniformément dans une section donnée.

Analyse de la Courbe Enregistré

Le résultat de lessai de traction se présente sous la forme dune courbe
avec en abscisse lallongement AL de la zone de mesure de longueur initiale
Ly et en ordonnée la force de traction F correspondant a cet allongement
(voir courbe ci-dessous). On peut transposer cette courbe Force=f(Allongement)
en une courbe Contrainte=f(Déformation) par les formules suivantes :

N _F AL
o= S S—Oetem =Ty

Cas d’un matériau ductile Les matériaux ductiles sont les matériaux
pour lesquels le diagramme de lessai de traction comporte les différentes
zones décrites ci-dessous. On distingue deux grandes familles de matériaux :
— les matériaux pour lesquels la déformation est peu dépendante du
temps, donc de la vitesse de traction : lacier, laluminium, le cuivre

ainsi que leurs alliages.
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— les matériaux dont le comportement évolue significativement au cours
du temps et qui sont sensibles a la vitesse de sollicitation : les poly-
meres thermoplastiques principalement.

Nous nous intéressons ci-dessous uniquement a la premiere catégorie de ma-
tériaux, cest a dire au comportement des alliages métalliques rencontrés en
construction mécanique.

FN) ¢

Fb ¢

Faz

Sur la courbe o = f(e;) , on peut observer plusieurs domaines : Partie OA :
Domaine élastique linéaire Au déchargement, la courbe force-déplacement
(ou contrainte-déformation) se superpose exactement a celle enregistrée lors
du chargement. Totalement déchargée, 1éprouvette retrouve son état initial.
Cest cette réversibilité de la déformation qui caractérise le domaine élas-
tique. De plus, pour de nombreux matériaux, notamment pour les alliages
métalliques auxquels nous nous intéressons, la déformation augmente linéai-
rement avec la contrainte, on parle alors de domaine élastique linéaire :

F L— Lo AL

So Ly Ly ‘o

g

ou E, coeflicient de proportionnalité entre déformation et contrainte, est ap-
pelé n module dYoung 7z ou 1 module délasticité longitudinal z du matériau.
Il sexprime en MPa ou en GPa. Cette loi dévolution linéaire de la contrainte
en fonction de la déformation est appelée loi de Hooke.

Le point A marque la fin de ce domaine.
Oe = g—g est appelée limite élastique du matériau, on la note parfois R..
La limite de cette zone et la position précise du point A sont parfois dif-

ficiles a déterminer. Aussi, on utilise souvent la contrainte R.g.o , contrainte
pour laquelle la déformation résiduelle est de 0.2% aprés suppression de tout
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effort. La plupart des pieéces mécaniques sont dimensionnées de fagon a tra-
vailler dans le domaine élastique.

Partie AE : Domaine de déformation permanente

Dans ce domaine, une suppression de leffort de traction, en C par exemple,
conduit & une décharge selon CH, parallele & OA. La déformation OH, éprou-
vette non chargée, est alors la déformation permanente ou résiduelle. Ce
phénomene est appelé plastification du matériau.

Pour certains matériaux, la courbe expérimentale présente un palier AB
caractérisé par un accroissement de la déformation sans augmentation no-
table de la contrainte appliquée. On parle alors de comportement plastique
parfait.

De B a D, on constate a nouveau une augmentation de la contrainte
en fonction de lallongement de léprouvette, on parle alors décrouissage du
matériau. La contrainte maximale admissible par le matériau, obtenue en
D, est notée R,, ou og.

A partir du point D, on observe un rétrécissement progressif dune sec-

tion de léprouvette : cest le phénomene de striction. A effort de traction F

constant, la contrainte o = % augmente (S diminue par rapport a Sp), cet

état instable conduit a la rupture de léprouvette en E.

Juste avant la rupture, la déformation de léprouvette e est la somme
dune déformation élastique €. et déformation permanente €, :

€T = € T €p

On définit le pourcentage dallongement permanent a la rupture du ma-
tériau :

A% = 100.¢, = 100.(e7 — €¢)
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Cas d’un matériau fragile On qualifie de fragile les matériaux pour les-
quels le diagramme de traction ne présente pas de zone plastique. Pour ces
matériaux la rupture se produit alors que la déformation est encore élastique.

R R A
E(GPa) | v 3 i p g
(MPa) (MPa) | keg/m’ %

Aciers ordinaires | 210 0.3 [2002400] 4002800 | 7850 | 20450

7004 1000 &

: e i o
Aciers spéciaux 210 0.3 2000 2000 7830 3320
Fontes grises :
Traction 100 | 0,25 70 1502500 | 7200 0al
Compression 370 4 1300
Fontes blanches 180 0,20 12 50 7600 Dal
"";1““1.”’_’“‘“ U | s | 033 | 50 80 2700 | 30
amingé recuit
Cuivre pur recuit 120 035 44260 240 2030 30
3 os
Laiton (33% Zn) | 05 | 034 | 19 32 8350
laminé recuit
Bronze (10% Zn) -
S e o0 0.3 12 25 8800
Zinc laminé a . =
i 85 0,25 5] 12 7100
Plomb laminé ou o = o
dé 17 0.45 1 1.5 11350
Titane : laminé i 770 Q80 10
) 110 0,25 ~ 4500
recuit 430 530 25

On peut citer :

— les aciers bruts de trempe, le verre, la fonte grise, les céramiques...
pour lesquels la rupture intervient indépendamment de la vitesse de
déformation.

— le béton et la plupart des polymeres thermodurcissables qui sont
quant a eux sensibles a la vitesse de déformation.

Il faut noter que beaucoup de ces matériaux présentent une différence

de comportement trés marquée en traction et en compression.

Parameétre influant de I’'essai Certaines conditions peuvent influencer de

fagon plus ou moins notable les résultats de lessai de traction :
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La vitesse de mise en charge : la vitesse de traction normalisée est de
0.1 mm/s. La vitesse de mise en charge augmente dans dassez faibles limites
les caractéristiques des métaux. Dune fagon générale, la vitesse accroit les
caractéristiques (le module dYoung et les différentes limites de résistance).
Les matériaux pour lesquels cette influence est tres forte sont viscoélastiques
ou/et viscoplastiques.

La température : la température ninfluence pas de fagon notable les ca-
ractéristiques élastiques des métaux si elle reste inférieure aux valeurs ou
elle va modifier leur structure cristalline (= 500fC pour les aciers courants).

Les effets de sollicitations antérieures : pour les métaux, le fait davoir,
antérieurement a lessai, dépassé la limite élastique engendre une déformation
permanente. Il en résulte une augmentation de la limite délasticité. Cest le
phénomene décrouissage utilisé industriellement.

Quelques caractéristiques Mécaniques

Métaux et alliages métalliques :

Matériaux solides non métalliques :
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(résine epoxy)

E y o, O p
(GPa) (MPa) | (MPa) kg/m?
Chéne sec 115 0,43 o0 50 2300
Granit 55 0.2 15 180 2700
Béton de ciment

a haute résistance o e s o =

Verre 60 0,22 60 450 2500

Caoutchouc 0.05 0.5 50 1200

Bakélite 1 0,37 35 920

Plexiglas 3 036 60 1180
Araldite

3 0.4 70 200 1200

Avec :

- p : masse volumique;

- opr : contrainte de rupture en traction;

- orc : contrainte de rupture en compression ;

- A% : allongement de rupture (en %)

5.1.5 Conditions de Résistance

Coefficient de Sécurité

Par définition une structure est calculée avec un coefficient de sécurité k
si les valeurs maximales des forces extérieures appliquées a cette structure
sont telles quen les multipliant par k, on atteigne la situation critique de

ruine (mise hors service de la piéce).

En principe, ce coefficient de sécurité devrait étre déterminé expérimen-
talement. Ceci est trop onéreux. Aussi, en RdAM, le coefficient est affecté sur
les contraintes : une piece présente un coefficient de sécurité k vis a vis de
la ruine si les valeurs des contraintes maximales en service, multipliées par
k, atteignent les valeurs caractérisant 1état de ruine ou aussi létat limite du

matériau.
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On définit ainsi la notion de contrainte admissible 044, on parle aussi
de résistance pratique notée 2, :

Matériaux fragiles : R, (ou 0ggm ) est définie & partir de Ry, soit
Ry = RTm

Matériaux ductiles : ils peuvent tres largement dépasser la zone élas-
tique avant que la limite de résistance soit atteinte, R, est donc déterminée
a partir de Reg.2 , soit R, = % La valeur de S est choisie en fonction de la
nature de la sollicitation, de limportance de la piece, des dangers particuliers
liés a sa ruine, des normes en vigueur.

Il tient compte dun certain nombre dincertitudes : incertitudes relatives
a la composition réelle du matériau, a ses propriétés mécaniques, aux écarts
entre le modele poutre et la piece réelle.

En construction mécanique, on utilise généralement des coefficients de
sécurité compris environ entre 1,2 et 5.

Critére de Résistance

Cela consiste a borner la valeur de la contrainte normale maximale ré-
gnant dans la poutre étudiée par la résistance pratique R,.

Omaz = Rp

5.1.6 Problémes réels de la Traction

Le probleme réel differe souvent du modele théorique et se posent sou-
vent les problemes suivants :

— Ignorance du champ de contrainte réel au voisinage de lapplication
des charges (principe de BARRE DE Saint VENANT ) = Nécessité
de renforcer la piece.

— Phénomene de concentration de contrainte.

Dans les zones de variation brusque de section, les hypotheses de la RAM

ne sont plus vérifiées.

Au voisinage de ces changements de forme, le champ de contrainte est
totalement différent de celui qui existe dans les parties adjacentes.

On constate généralement une augmentation de la valeur des contraintes,
dotu le nom de concentration de contrainte.
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Pour un certain nombre de ces 11 accidents de forme z, le calcul (théorie de
lélasticité), ou lexpérience, ont permis de déterminer le champ de contrainte
réel ou tout au moins les contraintes maximales.

On a ainsi pu mettre en évidence un coefficient de concentration de
contrainte K = #mez fonction de la géométrie de laccident de forme.

5.2 Flexion Plane : Flexion Pure - Flexion Simple

5.2.1 Définitions
Flexion Plane

Une poutre est soumise a une n sollicitation plane z si le systeme des
actions mécaniques extérieures exercées sur la poutre peut se réduire a un
systéme coplanaire (résultantes dans le plan et moments orthogonaux au
plan) dont le plan est confondu avec un plan de symétrie de la poutre. Dans
le cas dune flexion plane, la poutre 1 fléchie donc dans le plan z. Dans le cas
contraire, on parle de flexion déviée.

Flexion Pure

Une poutre est soumise a une sollicitation de flexion pure si la flexion est
plane et si la seule composante non nulle du torseur de cohésion au centre
_)
de surface G dune section droite est le moment de flexion suivant laxe ¥ ou
N
z.

0 O 0 O
{Teon}= ¢ 0 0 OU {Teon}= ¢ 0 Mf,
o0 M Jazyz) a0 0 Jezyz
X
Nlustration -
S REVRE

Flexion Simple

Une poutre est soumise a une sollicitation de flexion simple si la flexion
est plane et si les seules composantes non nulles du torseur de cohésion au
centre de surface G dune section droite sont soit :

— leffort tranchant sur et le moment de flexion suivant Z

33



{%oh}:
G

ocHo

0
0
Mf: ) o297

(G7 ? ’ )

%
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5.2.2 Propriétés

Pour tout trongon de poutre non soumis a une action mécanique ponc-
tuelle (ou concentrée), on démontre :

dT,
d—xy = —p(x) et

p(x) : charge linéique sur le trongon (en labsence de charge p(x) = 0)
Conséquence : pour la sollicitation de flexion pure : Ty = 0 = My, = cste

dMy,

T
dx Y

5.2.3 Exercices
Exercice nl
Poutre rectiligne OA = 1 encastrée en A, de section droite constante

soumise a une charge concentrée en A
= o i . .
(Y, z) sont les axes de symétrie de toute section droite de la poutre.
(0

FF|
I_. 1} ._I

T;‘
!
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Questions :

a) Déterminer le torseur de cohésion sur OA

b) Tracer les diagrammes deffort
c¢) Déterminer lexpression des contraintes normales ozmazi-

d) Déterminer lexpression de la déformée.

e) Déterminer lexpression de la fleche maximale.

Exercice ni2

Poutre rectiligne OA = 1 encastrée en A, de section droite constante

soumise a une charge linéique uniforme p

—
(v, ?) sont les axes de symétrie de toute section droite de la poutre.

Ly

I

i p
e x
2 —
O A

Questions :

a) Déterminer le torseur de cohésion sur OA

b) Tracer les diagrammes deffort
c¢) Déterminer lexpression des contraintes normalesogmazi-

d) Déterminer lexpression de la déformée.

— e) Déterminer lexpression de la flecche maximale.

Exercice nr3

Poutre rectiligne OC = 3l de section droite constante soumise a deux

charges concentrées
Appui avec frottement en A et sans frottement en B.

*>
(v, ?) sont les axes de symétrie de toute section droite de la poutre.
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Questions :

— a) Déterminer les réactions dappui en A et B.

— b) Déterminer le torseur de cohésion sur OA, AB et BC.

— c¢) Tracer les diagrammes deffort et en déduire le type de sollicitation
sur chacun des troncons.

— d) Déterminer lexpression des contraintes normales o qz;-

— e) Déterminer lexpression de la déformée.

— f) Déterminer lexpression de la fleche maximale.

Exercice nr4

Poutre rectiligne AC , articulée en A | en appui simple sans frottement
ﬁ.
en C , charge FFen B .

=
(v, ?) axes de symétrie de toute section droite.

AC=a,CB=h.

-

¥

i
i
i
¢

A

0

Questions :

— a) Déterminer les réactions dappui en A et B.

— b) Le torseur de cohésion sur AC et CB

— ¢) Tracer les diagrammes deffort

— d) Déterminer lexpression des contraintes normales omazi-
— e) Déterminer lexpression de la déformée.
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— f) Dans le cas particulier a = b, déterminer lexpression de la fleche
maximale.

5.2.4 Contraintes
5.2.5 Analyse des composantes du vecteur contrainte

En flexion pure : le moment de flexion My génére un champ de
contrainte normale.
En flexion simple : Leffort tranchant 7, génére un champ de contrainte
tangentielle.

// ?(M,z).ds:Ty.gor?(M,?):a.g—i—T. Zé// T.ds =T,
(5) (9)
Le moment de flexion My, génere un champ de contrainte normale.

Dans le cas de poutre élancée (longueur supérieure a environ dix fois une
dimension caractéristique de la section), les contraintes tangentielles dues a
leffort tranchant sont négligeables par rapport aux contraintes normales dues
au moment de flexion. Il en est de méme pour les déformations dues a ces
deux composantes.

Dans le cadre des poutres élancées, on dira donc que lon né-
glige leffet de leffort tranchant.

Nous allons donc par la suite étudier seulement les contraintes et défor-
mations normales dues au moment de flexion.

5.2.6 Etude la répartition des contraintes normales dues au
moment fléchissant

- —
En un point M tel que GM=y. ¥ +=z. ?, la contrainte normale sexprime
par :

M
P — .y dans le cas ot My, # 0 et My, =0
I -
(G,2)
M
o=7 v, dans le cas ou My, #0et My, =0
(G.9)
Avec I(G,Z) et 1 G.7) moments quadratiques de la section par rapport

e
aux axes (G, V) (G, ?)(cf chapitre 1 Etude des sections droites z).
Do, dans une section droite donnée, une répartition linéaire de o.
—
Plagons nous dans le cas dun moment de flexion suivant laxe z
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Ry (Representation avec Mg, = 0)

Remarque : pour y = 0 = 0 = 0 = pas de sollicitation (plan neutre).

o My _ My .y Co
En My :y=Vioc=—5 _i Y1 = —ﬁ(valeur maxi 11 en traction z)
(G, =) (G, 2)
En Mo : y = Voo = — 2k = — M= (valeur maxi fi en compres-
2y 2 T o Y2 I S /W, p
. . (G, =) (G, 2)
sion 7)

Le terme [ @ ?)/ V est nommé 1 rigidité de flexion z

Pour une sollicitation donnée (M, figé), les contraintes extrémes seront
dautant plus faibles que le terme I @) /V sera grand. Dou une recherche

de répartition de la n matiére z dans la section droite favorisant une valeur
élevée du terme I(G,?)/V'

5.2.7 Déformations
Définitions
Comme nous lavons vu précédemment, lensemble des points G, centre

de surface des diverses sections droites constitue 1 laxe z de la poutre ou n
ligne moyenne z.

Dans le cas dune poutre droite, avant sollicitation, cette ligne moyenne
est rectiligne (axe ). Lors de la sollicitation, les différents points G se
déplacent et constituent alors une ligne moyenne déformée définie par son
équation Y = f(z) .

Léquation Y = f(z) constitue léquation de la ligne moyenne déformée.
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Equation de la ligne moyenne déformée : exploitation de lhypo-
thése de Bernoulli

Rappel de lhypothése : Les sections planes normales a ligne moyenne
dans létat non déformée restent planes et normales a la ligne moyenne dans
létat déformé.

Analysons le déplacement relatif de deux sections droites voisines (cas
Mfz#oet Mfz:())

Section droite

] J,' déformée

| ; u :

i i Section droite non
L_H-'f dit déformée

Jaf e

My,

EnP:o=—-7"uy
(G, =)
o — My,
¢e=F= "EBl 5 Y
(G, 2)
S M
/ — fz
PP = ep.dv = — g .y.dx
(G, z)
Or PP' = —y.da
N L da Mfz
Dlou: Gt = 577
(G, z)

La ligne moyenne reste normale a la section droite = Y/’ = da = Y" =
do
dx

<y My,
Dou Y" = &7

G 7)

Remarque : la valeur de Y a une abscisse donnée correspond a langle de
rotation dune section droite.

Cette double intégration est opérée pour chaque troncon de poutre sur
lequel les fonctions My, (x) et I.(x) sont définies (pas de discontinuité, au
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sens mathématiques du terme sur ces trongons).

Les constantes dintégration seront calculées grace aux conditions aux li-
mites.

Exemples :
au droit dun encastrement Y, =0 Y., =0

au droit dune articulation Y(,) =0

au droit dune action mécanique ponctuelle Y( ) = Y(z+ et Y(’x -y =

Y,

(z3)

La détermination de léquation de la ligne moyenne déformée permet de
réaliser le dimensionnement en déformation de la structure (ex : limitation

de la fleche maximale Y;,,q4, de la rotation dune section droite Y. . ).

5.2.8 Conditions de Résistance

Elle consiste a limiter la valeur de la contrainte normale maximale (en
valeur absolue) régnant dans la poutre étudiée par la résistance pratique R,
(voir chapitre traction compression).

|0'max’ < Rp
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Chapitre 6

Etude des Sections Droites

Soit une poutre daxe parallele a (O, E’) et considérons une section droite
particuliére (S) de cette poutre.

Nous allons définir un certain nombre de grandeurs caractéristiques de
cette section.

6.1 Centre de Surface

(S) étant rapporté au repere (Oxy) les coordonnées du centre de surface
G sont :

1 1

a=—= ds,xgz—// xds
Y975 s S JJ(s)
7

()
y ,,,,,,,,
©7 f)/// !

e : z

0 x
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6.2 Moments de la Section Droite

6.2.1 Définitions
Moment quadratique de (S) par rapport a un axe

Par rapport aux axes (O, ) et (O,¥) :

_ 2
I(O;)—//(S)y ds
I - :// z2ds
©.9) ()

%
OM=xZ+yy

Avec

Moment produit de (S) par rapport a deux axes orthogonaux

I, :// x.y.ds
s

Si lun des axes est un axe de symétrie pour (S) = le moment produit
est nul.

Moment quadratique polaire de (S) par rapport au point 0

Ip = // pids
(%)

Avec HO_MH =p

Comme p? =22+ 4>, Ip =1 I

0.3 401

6.2.2 Théoréme de HUYGHENS

Relation entre les moments quadratiques de (S) par rapport a deux axes
(A) et (A) paralleles.
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()

\ (A2)

IAlz//des
(s)
I = [[o+aras = [[ds+@s+24 [[ pas

In, = In, + Sd*> 4 2d Ap
Cas particulier : (A;) passe par G
(A1) passant par G = Aa,) =0

Dot In, = Ia, + S d?

Remarque : Lorsque la section (S) est rapportée au repére (G, vy, z),
les moments sont dits moments centraux.

6.2.3 Exemples

— Section rectangulaire :
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v
81

bh3 b
Tz e =13
b
12

Io= Iz + Lz (b2 + h2)
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— Section circulaire :

Y4 éd

6.3 Exercices

6.3.1 Exercice n°1

Retrouvez les expressions des moments quadratiques des exemples pré-
cédents.

6.3.2 Exercice n°2

¥r

f

h
o
h

Définir pour chacun de ces profils :

— le centre de surface G

— les moments quadratiques I(g z) et I(q gz (utiliser le théoreme de Huy-
ghens)
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6.3.3 Exercice n°3

Soit une section droite de poutre définie par la figure ci-dessous.

Déterminer les moments quadratiques I @ et 1 @) (utiliser le théoreme
de Huyghens)
y g
< :
s| .,
E 3
< :
oy, b2 by
1 —
(e)
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Chapitre 7

Treillis plans isostatiques

7.1 Définitions

Un treillis est un systeme composé de barres rectilignes articulées a leurs
extrémités entre elles ou avec des appuis extérieurs. Le choix de ce type
de structure a pour but dalléger lensemble de la construction tout en lui
conservant le maximum de rigidité sous leffet des sollicitations. Un systeme
composé de seuls triangles est dit triangulé.

7.1.1 Les Efforts

On sintéressera ici aux treillis plans. Les forces extérieures sont appli-
quées aux nuds, dans le plan de la structure. Sil nen est pas ainsi, on raméne
la force au nud en négligeant le moment fléchissant dans la barre concernée.
On pourra de cette facon tenir compte, par exemple, du poids propre des
barres.

Une barre est en équilibre, si les forces qui sont transmises par les nuds
sont dintensité égale et de sens opposé.
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F, A

/

La barre AB dun treillis nest soumise qua la seule action dun effort
normal. On adoptera les convention suivantes :
— Si une barre pousse sur un nud, le nud comprime la barre. A cet
effort de compression, on attribuera arbitrairement un signe négatif.
— Si une barre tire sur un nud, le nud tend la barre. A cet effort de
traction, on attribuera arbitrairement un signe positif.

7.1.2 Isostatisme

=

e

Ou:

_)
X; est la compoiante de leffort appliqué au nud étudié A par la barre i
projetée sur laxe A x.
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—
Y, est la Composgnte de leffort appliqué au nud étudié A par la barre i
projetée sur laxe A x.

Pour n nuds, on dispose donc de 2n équations. Si b est le nombre de
barres et q le nombre dinconnues de liaison avec le bati, le nombre dincon-
nues est (b + ¢). Un systéme sera isostatique si :b + ¢ = 2n, ou son degré
dhyperstatisme sera défini par h = g + b — 2n.

Poutre une structure plane isostatique extérieurement, ¢ = 3 , la relation
ci-dessus devient :

b=2n-3

7.1.3 Indéformabilité

Bystéme deformable systéme indeformable

Si on construit un treillis a partir de cellules triangulaires, on obtiendra
un ensemble indéformable.

Si b est le nombre de barres et n le nombre de nuds, pour un triangle,
ona:b=3etn=3;sion ajoute p nuds, on devra ajouter 2p barres, on
aura : b=3+2p et n =3+ p, en éliminant p, on obtient : b =2n —3 . On
retrouve la condition disostatisme.

7.2 Calcul des Efforts

La méthode des nuds consiste a écrire léquilibre de chaque nud du treillis.
Il convient auparavant de déterminer les réactions dappui extérieures en écri-
vant le PFS pour la structure n globale z.
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. Ik

Soit I un nud quelconque dun treillis plan.

En I sarticulent des barres telles que 1J et sappliquent des efforts exté-
_)

rieurs & la structure tels que Ry .

H
On désigne par Fy; leffort exercé par la barre IJ sur le nud darticula-

tion I. Létude de léquilibre du nud I se raméne a létude de 1équilibre du
%

_)
point matériel I soumis aux efforts concourants et coplanaires Fr; et Ryy.
La condition déquilibre sécrit donc :

Dans le cas général cette équation vectorielle se traduit par deux équa-
tions scalaires de projection sur le repere du plan. En conséquence, 1étude
de léquilibre dun nud permet la détermination dau plus deux composantes
inconnues des actions en ce nud.

— — N
Remarque : la condition }°; Ryj +3 ; Rp=0 peut se traduire gra-
— —

phiquement par 11 la suite des vecteurs Fy; et Ry, forme un polygone fermé
z.
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7.3 Critére de Résistance

La vérification des conditions de résistance dun treillis consiste a contro-
ler pour chaque barre que :

— leffort de traction reste inférieur a leffort admissible de traction soit :

T 1
S <R,= EReo.z
ou : T est leffort de traction dans la barre et S la section de la barre,
— et que leffort de compression reste inférieur & la valeur critique de
flambement. Pour ce dernier critére de dimensionnement se reporter
au chapitre suivant intitulé n le flambage 2.
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Chapitre 8

Le Flambage

Le flambage est en fait une sollicitation composée de compression et de
flexion.

8.1 Introduction

Lorsquune piece (une poutre dans notre cas) suffisamment longue subit
un effort axial de compression, on observe successivement deux types de
sollicitations :

8

<y
\i

— Pour une charge axiale F' inférieure a une charge limite notée F
(charge critique), la poutre est comprimée, elle reste rectiligne et se
raccourcit.
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— Lorsque F atteint F , la poutre fléchit brusquement et se rompt tres

8.2

8.3

vite. La flexion se produit dans le plan perpendiculaire a la direction
principale de la poutre présentant le plus faible moment quadratique
de la section droite. Par exemple, sur la figure ci-dessous, la flexion

se produit dans le plan (A, ?, ;) perpendiculaire a (G, ?) .

Flambage d’Euler

Hypotheses

La poutre a une section constante et une ligne moyenne rigoureuse-
ment droite avant déformation,

Les liaisons de la poutre avec le milieu extérieur sont des liaisons
sphériques parfaites. Pratiquement (et expérimentalement), la flexion
se produisant dans le plan , les liaisons sphériques en A et B sont
remplacées par des liaisons pivot daxes a z , plus faciles a réaliser,
Le repere Ry(A, E‘), ;, ?) est tel que laxe (A, 3;) est porté par la ligne
moyenne de la poutre avant déformation,

Dans le plan (G, Z, ?) de la section droite de la poutre, I(G, ?) =<

I(G, y) , la déformation aura lieu dans le plan (A, 7, v, 2).

Les actions de liaison se réduisent respectivement en A et B & deux
glisseurs dont les résultantes sont opposées,

(r2 > 1)} = { A=) } Avee A (2-1)=||F| 7
) 0

(73 5 1)} = { B(351) } Avee B(3-1) = |F| 7
s 0

— Le poids de la poutre est négligé.

8.3.1 Etude de la déformation de flambage

Modélisons la poutre par sa ligne moyenne AB et supposons que sous
linfluence des efforts en A et B, cette ligne moyenne prenne une tres légere
courbure.

Soit G le centre de surface dune section droite dabscisse x. Dans le plan
— —
(A, ?, Y) les coordonnées de G sont G(z,y) . Soit R(G, ?, v, ?) le repére de
définition des sollicitations en G. Compte-tenu de la tres faible déformation,
- = = N - = =
R(G,z,Y,z)est a Ry(A,z,Y,2).
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Le torseur des forces de cohésion en G est {Tcon} = ]j avec,
o\ Ma

R=-F=-F1
— — — -
o\ Me=GB (- F)=-Fy =

Léquation de la déformation de la poutre sous leffet du moment de flexion
My, = —F.y est donnée par EI(G, ?)y” = My, soit EI(G, ?)y” + Fy=0.
Léquation ci-dessus est une équation différentielle du second ordre, linéaire
a coeflicients constant, sans second membre dont la solution générale est :
y = Acoswz + Bsinwz avec w? = L_}

FI(G, z)
Les constantes A et B peuvent se calculer par les conditions aux limites :
En A:x=0et y=0 cequientraine A =0
EnB:z=1et y=0 ce quientraine Bsinwl =0 .

k
A étant nul, il est évident que B # 0 par conséquent wl = k7 ou w = TW
F k F
En reportant dans w? = ———— , on en déduit Wi (———)!
EI(G, 2) l EI(G, 2)

8.3.2 Charge critique dEuler

La plus faible valeur de F' qui satisfait la relation ci-dessus est désignée
2 EI(G, Z)
par F;. ou charge critique dEuler : F, = — 7z

ou :
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— E : module dYoung du matériau constituant la poutre,
— 1: longueur de la poutre,
— I(G, ?) : moment quadratique de la section de la poutre par rapport
a laxe (G, 2)
Puisque A = 0, léquation de la déformée se résume a y = Bsinwzx , le
maximum de la fleche est obtenu pour sinwz = 1 cest a dire pour wx = g .

Comme par ailleurs la charge critique dEuler est définie pour k =1:w = ll
T

, on en déduit que le maximum de la fleche est en z = é et est représenté
par B.

T

Léquation de la déformée est alors : y = Bsin T

Utilisation pratique de la charge critique :

— Si F' < F, , la poutre est et reste rectiligne, elle peut étre calculée en
compression simple,

— Si F' = F_, la poutre fléchit et prend une position déquilibre élastique,

— Si F > F, : la fleche augmente jusqua la rupture.

8.3.3 Longueur libre de flambage

En suivant la méme démarche que celle adoptée pour une poutre bi-
articulée, il est possible établir lexpression de la charge critique pour dautres
conditions aux limites aux extrémités A et B de la poutre. Lexpression ob-
tenue, similaire a celle établie pour la poutre bi-articulée, est la suivante :

o w2 EI(G,?)
cT Lz
Ou L, appelée longueur libre de flambage, dépend de la nature des liai-
sons aux extrémités (conditions aux limites).

On adoptera :

— Pour une poutre articulée (liaison pivot) a ses 2 extrémités : L = I,

— Pour une poutre encastrée (parfaitement), a ses 2 extrémités : L = [/2

— Pour une poutre encastrée a une extrémité et en liaison pivot a lautre :
L=0.71

— Pour une poutre encastrée a une extrémité et libre a lautre, L = 2l
Ou 1 représente la longueur réelle de la poutre.

8.3.4 Résistance au flambage d’Euler

La charge critique dEuler F, représente une limite a ne pas dépasser. Si
on adopte un coefficient de sécurité k , la charge axiale limite que lon peut
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adopter est F' = %
On prend en général pour k = 2k. ou k. permet de définir la résistance

) R
pratique en compression : R, = ]zo.z :
C
. ch
Par conséquent : F' = F,
Rey
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Chapitre 9

Principe de Superposition :
Application a la Résolution
de Problemes Hyperstatiques

9.1 Principe de Superposition
9.1.1 Enoncé

n Leffet produit pas plusieurs actions mécaniques est égal a la somme des
effets produits par ces actions mécaniques prises séparément z On entend par
n effet des actions mécaniques z, 1état de contrainte généré par ces actions
ainsi que les déformations associées.

9.1.2 Illustration

Equation de la ligne moyenne déformée

A,
|
! l F
40 Y100
e B 5
W 1
: I E
0 .
= Y2X)
- B X
1
K
F,
0 Yi(X)
» B X
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Ainsi dans le cas ol lon a ces trois actions mécaniques 11 simultanément
z, léquation de la ligne moyenne déformée est la somme des équations des
lignes moyennes déformées de chacun des cas précédents.

[

! : » -
A! 0 I & IF1 l & Y =Y1(xH Ya(x)+ Yi(x)
A

9.2 Isostatisme-Hyperstatisme : Rappel

Un probléeme de RAM est dit isostatique si lécriture de 1équilibre de la
structure permet de déterminer les actions de liaisons. Le nombre dincon-
nues de liaison est donc égal au nombre déquations disponibles par écriture
du principe fondamental de la statique.

Prenons ’exemple d’une poutre droite encastrée avec une charge en son
extrémité :

+_.

0
i F
) | L
2

1

Le torseur associé a la liaison complete en O comprend trois composantes
inconnues(Xy, Ypet M)

Yo F
Xp

M

w

Le probleme est plan. Le principe fondamental de la statique appliqué a
la poutre isolée nous permet donc décrire trois équations :

— Théoreme de la résultante statique en projection sur :

ZX():O

—
x
=
Y: Yo+ F =0
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— Théoréme du moment statique en O et en projection sur Z donne :
My+ F.l=0
Prenons maintenant lexemple de la méme poutre droite encastrée en une
extrémité avec une charge en son extrémité mais en rajoutant cette fois-ci
un appui simple sans frottement en son milieu :

W (0
5 ! NP F
<

0 A Lo

Le torseur associé a la liaison compléete en O comprend trois composantes
inconnues (Xo, YpetMy) et celui associé a la liaison ponctuelle en A une
composante inconnue (YA)

"G
Ya
Yo
¢ ' F
Xp T l
— o
M :

Le probléeme est plan. Le principe fondamental de la statique nous per-
met donc décrire trois équations :

— Théoréme de la résultante statique en projection sur :

- z: Xo =0
_)
-Y: Yo+ YA+ F =0
P . — -
— Théoréme du moment statique en O et en projection sur z donne :
My+ Fl=0
Le nombre dinconnues est plus important que le nombre déquations.
Le probleme est dit hyperstatique. Le degré dhyperstatisme correspond au
nombre dinconnues en trop, ici il est donc de 1. Pour résoudre, il sagit donc
de rechercher une équation supplémentaire.

9.3 Application du Principe de Superposition a la
Résolution d’un Probleme Hyperstatique

Nous allons donc 1 remplacer z notre probleme hyperstatique par deux
problémes isostatiques qui n superposés z correspondent a ce premier.
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Poutre avec liaison Poutre 1solée

py

Yo Ya F
o Xo A
=
Ligne moyenne déformée

\¥ .

[

! F Yo
Jo I NV
A — z °

Lipne moyenne déformée

+ +

v Ligne moyenne deformee

Bz /. Tsw i

Dans le cas isostatique ni'l, leffort F' génere une fleche de la poutre en
A notée fi(A).

Celle-ci peut étre totalement déterminée.

Dans le cas isostatique ni2, leffort Y4 génere une fleche de la poutre en
A notée fa(A).

Cette fleche peut étre déterminée en fonction de Y.

Par application du principe de superposition, pour que les deux pro-
blémes isostatiques soient équivalents au premier nous devons écrire : f(A) =

fi(A) + f2(A).
Or f(A) est connue : f(A) =0.

La relation obtenue fait intervenir comme seule inconnue la composante
Y 4. Sa détermination permet de résoudre completement le probleme.

Nous pouvons considérer notre probleme comme la superposition dautres
problémes isostatiques. Au lieu dexploiter la fleche nulle de la poutre en A
(f(A) = 0), nous pouvons exploiter la rotation nulle de la section droite en
O : Y(0) = 0. Pour cela, il faut donc libérer la rotation en O sur un des
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problémes isostatiques.

Poutre avec liaison Poutre 1solée

A Ay
i !
[

:° lF f{“ X TYA lF

Y(O) 0 /@7>\ % -7_- Mo R =

Ligne moyenne déformée

Dans le cas isostatique nrl, leffort F' géneére une rotation de la section
droite en O : Y{(0). Celle-ci peut étre totalement déterminée.

Dans le cas isostatique ni2, le moment M, génere une rotation de la
section droite en O : Y5(0). Cette quantité peut étre déterminée en fonction
de MQ.

Par application du principe de superposition, pour que les deux pro-
blémes isostatiques soient équivalents au premier nous devons écrire : Y (0) =
Y{(0) + Y5(0).

Or Y(0) est connue : Y (0) = 0.

La relation obtenue fait intervenir comme seule inconnue la composante
My. Sa détermination permet de résoudre complétement le probleme.

Un troisiéme cas est envisageable. Nous pouvons cette fois ci exploiter
la fleche nulle en O : f(0) = 0. Pour cela, il faut donc libérer la translation
—

suivant ¥ en O sur un des problémes isostatiques.
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Poutre avec liaison Poutre 1solée

i !
i - HO)=0 4 Ya N
fr 0)=0/| 0 A o Xo A
/4 e — —i-__ _— -|:
)%7 B X MD B X
Ligne moyenne déformée
T by
i
Ya
! F f1(0 F
£1(0) % l g..hli )% T l
9 /@7 B % Mur A B x
] + T
v -
' 42
Yo ‘% Yo TYq
O-ﬁz/ o} 3. % s—
i B x A B x
rJi_wl £(0) ; 7

Dans le cas isostatique ni'l, leffort F' génere une fleche de la poutre en

0: f1(0).

Celle-ci peut étre totalement déterminée.

Dans le cas isostatique nr2, leffort Yy génere une fleche de la poutre en

O : f2(0). Cette derniére peut étre déterminée en fonction de Yj.

Par application du principe de superposition, pour que les deux pro-
blémes isostatiques soient équivalents au premier nous devons écrire : f(0) =

f1(0) + f2(0).

Or f(0) est connue : f(0) = 0.

La relation obtenue fait intervenir comme seule inconnue la composante
Yp. Sa détermination permet de résoudre complétement le probléme.
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9.4 Exercices

9.4.1 Exercice 1

En utilisant le principe de superposition, retrouver léquation de la ligne
moyenne déformée pour le probleme précédent et ceci de trois maniéres
différentes.

9.4.2 Exercice 2

En utilisant le principe de superposition, retrouver 1équation de la ligne
moyenne déformée pour les problémes suivants
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