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ECOLE SUPERIEURE D'INGENIERIE GC3
APPLIQUEE ET INNOVATION
TD RESISTANCE DES MATERIAUX Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considere les sections droites suivantes :
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1°) Dans chacun des cas, determiner les moments quadratiques /(o) ansi que I(,y).



SOLUTION

Exercice 1

Faisons un petit rappel sur la géométrie des sections.
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(S)
y ,,,,,,,,
©z7 b ;
l . 7
le) T
Moment quadratique
par rapport a laxe Lo ://y2 ds
(07 f) (S)
Moment quadratique
par rapport a l'axe Loy = // 22 ds
(0,9) (S)
Moment produit par
rapport au plan (z, y) Ly = //xy ds
(S)
Moment quadratique
polaire par rapport & I, = / / p* ds
Iorigine o

Le théoreme de Huyghens :

[AI://des
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JA2://(p+1)2ds:zzs+//p2ds+2z//pds
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In, = In, + S? + 21 Mya,

Pour A, passant par G alors Mg,y = 0.

Section (a)
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Rappelons 'équation du moment quadratique d’une section par rapport a 'axe (o, )

](O,y) = // ZL‘2 dS
(S)
+5

:/hx2 dx

De méme, le moment quadratique par rapport a 'axe (o, Z)

](OJ) = // y2 ds
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Section (b)
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R 2
/ r3 sin® 6 do
0

0
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:/T3 dr/sm29d9
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R [0 sin20
4l |2 4 ],
B T R4
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ce qui donne :
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pour des raisons de symétrie



Section (c)

Dans ce cas, la section considérée peut étre la soustraction des deux sections suivantes (o étant
l'origine du repere) :
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Pour la section j, on a une section rectangulaire, on peut utiliser la méthode d’integration directe
ou appliquer le théoréeme de Huyghens. Par la méthode directe, le moment [ (]0 2 €st donné par :

+h
B = [[ o ds = [ b2 dy
(5)
3

0
Y +h
731
; bh3
N J _ 2
Aprescalcul, [ (00) = 3

. 3

Pourl'axe (o,y)ona, [ (jo W= 13 car 'axe passe par le centre de gravité.

Pour ce qui est de la section k, on va procéder de la méme maniere. Par la méthode directe on
aura :

h—e
b—e)
Il = 2gs=2 | 2 d
(0,x) //y S 2 Yy ay
() e
3 |h—e
= (bh—e) L

3
b—
Aprescalcul, IF = (b=e) (h—e)® =€)




]k

(o) €St donné par :

b
3
I(koy)://ﬁds:Z/(h—Qe)yQ dy
(S)

2
2

Y |2
—2(h—2 —‘
(h-20%],
h—2
Aprescaleul, If, = % (b° — &)
Finalement,
i 7 k
I(o,m) - [go,m) - I(o,m)
; bh®  (b—e)
[(ny) - T - —3 ((h - 6)3 - 63)
i 7 k
Lowy = Loy = Liow)
i ho>  (h—2e€) 5 3
I(an) - 12 o 12 (b —¢€ )



Section (d)

Dans ce cas et comme précedement, la section considérée peut étre la soustraction des deux sections
suivantes (voir figure ci-dessous) :
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Pour la section j, on a une section rectangulaire, on peut utiliser la méthode d’integration directe
ou appliquer le théoreme de Huyghens. Par la méthode directe, le moment [ (JO 2 €st donné par :

+h
I(jo’i) = //y2 ds = /by2 dy
(S) 0

3 +h

—b y_‘
3 1o
; bh3
Apres calcul, ](jox) =5
' 3
Pourl'axe (0,y) ona, ](JO W= 1o car 'axe passe par le centre de gravité.

Pour ce qui est de la section k, on va procéder de la méme maniere. Par la méthode directe on
aura :

b—e
I(ko,x>=//y2dsz /( 5 L2 ay
(S) 0
3 |h—e
Y
(b—e) 3|
Apres caleul, ](km) = (b ; °) (h —e)?



]k

(o) €St donné par :

Y|
=2(h—e)=
-],
R r _(h—¢€) 3 3
Aprescaleul, I, ) = 15 (b —e )
Finalement,
i 7i k
[(o,x) - [(jo,g:) - I(o,x)
N PR
lowy=—7"——5(h—¢)
i i k
Lowy = Hog) — Tiow)
i ho'  (h—e) 15 5
(O»Z/):ﬁ_ 19 (b —6)



Section (e)

Dans ce cas et comme précédement, la section considérée peut étre la soustraction des deux sections
suivantes (voir figure ci-dessous) :

v v
S £ U S |
8 = 8 0 —————— —F O 8 0 ——————— ¥
< g 72 &
b b:Q by by b:Q by
® ® O

Pour la section j, on a une section rectangulaire, on peut utiliser la méthode d’integration directe
ou appliquer le théoreme de Huyghens. Par la méthode directe, le moment [ (]O 2 €st donné par :

+h
I(joz)://des:/bfdy avec b=1by+ 20
(S) 0
y3 | +h
= ?‘ avec h=hy+2h
0

: bh®  (by+2b1) (hy +21y)?
Aprescaleul, I = ] :(2+ 1)éz+ 1)

_hb® (he42hy) (b +26)°

Pour ! =
our | axe (o,y) ona, (0,y) 3 12

Pour ce qui est de la section k, on va utiliser Huyghens pour le petit carré. On aura alors :

(he + hy)

9 et S:hlbl

IF L= ](kG,:v)c + Az S avec A?/ =

(0,2)

bih3  hyby (hy + hy)
Ik: — 1
) = g 2
by h
Enfin, I, = % (h% + 6 (ho + 1))

Finalement,

i _7J k
I(o,m) - I(a@) - I(o,m)

i bh3 by hy
(o) = 737 T 73

(k] +6 (ha + h1))



Pour ce qui est de I, ,) on procede de la méme manicre, c’est a dire :

7 7] k
Low) = Tioyy = Llow)

(0,y)

Pour des raison de symetrie [ (io,y) =1 go,z) en remplacant b; par h; et vice-versa.

7 77 k
I(an) - I(JO,y) - ](an)
; ht®>  hyb
o =3~ 3 L (0246 (by + b))
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

Soit une poutre verticale encastrée & une de ses extrémités et soumise a son poids propre (poids
linéique p). Cette poutre a une longueur [ et une section constante S.

- ET—Q

z

1/2

T ¢ p(N/m)

1/2

1°) Déterminer 'allongement de la poutre lorsqu’elle est soumise au champ de pesanteur.

2°) Déterminer le déplacement d’une section droite S¢ située a [/2.

Exercice 2

Détermination de la forme d’égale résistance pour une poutre rectiligne soumise a son poids propre
et a une charge d’extrémité. Poids volumique w et contrainte admissible o,.

z

1°) Déterminer les ¢ extrémes d’un cable de puits de mine en acier d’une longueur de 500 met
supportant une nacelle de 2103 daN. On prendra une résistance pratique o, = 100 MPaet un
poids volumique w = 7800 daN m~3.

2°) Déterminer le diametre du cable de section constante, supportant la méme nacelle.

3°) Calculer les poids respectifs des 2 cables précédents.

11



Exercice 3

Une construction est supportée par des colonnes de sections circulaires et d’une hauteur de 35 m.
Chaque colonne porte une charge de 310°daN. La contrainte de compression admissible dans
le matériau constituant les colonnes est o, = 2 MPa. Le poids volumique de ce matériau est
w = 2200 daN m~3. On envisage trois types de colonnes :

1°) Les colonnes étant de section constante, déterminer leur diametre et leur poids.

2°) Les colonnes sont constituées par deux cylindres superposés (figure ci-dessous)

N

?2

1 T

|
|
|
|
1
1
L
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
e /:/ /. 7

3°) Déterminer [ et Iy (rappel l; + ls = 35m) pour que le poids de colonne soit le plus faible
possible. Calculer alors ¢, ¢9 ainsi que le poids de la colonne.

4°) Les colonnes sont de section variable de telle sorte que la contrainte normale dans toute
section droite soit la méme.

5°) Déterminer le poids de cette colonne.

6°) Comparer les trois hypotheses faites.

SOLUTION

Exercice 1

1°) Détermination de I'allongement de la poutre lorsqu’elle est soumise au champs de pesanteur.

F
7, —
-1 zZ Yy
0
T
= E, p(N/m)
> G

12



Equilibrons le troncon Ej :

Zﬁextzﬁ

PTOJ/$—>—F+pl:O

Ce qui donne

alors

{72011}6’ - {E2—>E1 }G - - {E—)El }G

{%oh}(; =

N
0
L0

o O O

N=—(—F+px) avec F=pl

La sollicitation étant une sollicitation de traction pur et 'effort normal qui vaut ici N = p (I — x)

p(l—x)
S

génere une contrainte normale o =

Q

L . . p(l—2)
La dilatation linéique suivant x s’écrit : ¢, = — = ————=
due sy “TFETES

‘'pl—z)  pl?
ES  2ES

!
lallongement de la poutre vaut : Al = / €, dr = /
0 0

2°) Déterminons le déplacement dune section droite Sy située a [/2 Le déplacement relatif suivant
I’axe de traction entre deux points 1 et 2 s’écrit :

T2
u2—u1:/ €, dx
1

dans notre cas, en tenant compte de I'encastrement de la poutre en 1(,,—¢), on trouve :

/2 3pl2
= .’L‘d =
e (A “HT3ES

13



Exercice 2

1°) Détermination des ¢ extrémes d'un cable de puit en acier de longueur 500 m et supportant une
nacelle de 2103 daN.Nous allons déterminer la forme d’égale résistance pour une poutre rectiligne

soumise & son propre poids et & une charge a son extrémité. Poids volumique : w = 7.8 kg-dm ™.

Contrainte admissible o, = 100 MPa.

F1+O.)V

= Ey p(N/m)

{Tento = - ATosm be

F1 +w V o0
Ainsi, {Teon} = 0 0 V' étant le volume de F,
0 0

G

Le céble est soumis a une sollicitation de traction pure avec un effort normal N = F; + wV qui

E_Fl—i—wv
S S

génere une contrainte normale o =

L’objectif est d’obtenir la méme contrainte normale dans toute les sections droites, soit o = o,,.

On peut donc écrire : 0, S = Fi +wV

d
On différencie cette expression : 0, dS = wdV avec dV = S du ce qui va donner gs -
Op
o . S w
Apres integration In i (I —x) — S(z) =k exp(Z (I — x))
oy P
F! F
Pour z =1, S(z) = S, avec S, = 1 donc S(z) = - exp(= (I —x))
Op Op g

Application numérique

F
S(x=1)=S5,= L — 5, =200mm? soit un diamétre d’environ 16 mm

F1 w

!
du
x

S(z=0)=— exp(—1) = S(x =0) =295mm* soit un diametre d’environ 19, 4 mm

Op Op

14



2°) Détermination du diametre ¢, du cdble de section constante supportant la méme nacelle.
Le torseur de cohésion s’exprime par :

FiF+wS({l—2) 0
{’th}c = 0 0
0

0 a

Avec un cable de section constante, la contrainte normale sera maximale dans la section ou I'effort
normal sera maximal soit en z = 0.

N(O) . F1+CL)SZ
s S

Ceci génére une contrainte normale o(0) = avec 0(0) =0,

d’ou
Fy

Op — W

— S =327.86 mm? soit un diametre d’environ 20.4 mm

S =

3°) Calcul des poids respectifs des deux cables.

Le poids du cable d’égale résistance :

I I
F

Plz/wS(x)dx:/w—leXp(i(l—x))dx = P, = 954daN

0 0

Op Op

Le poids du cable de section constante :

P=wSl =— P,=1278daN

Remarque : L’utilisation d'un cédble de section variable dit ” d’égale résistance” permet un gain
de poids de 34 %.

15



Exercice 3

Une construction est supportée par des colonnes de sections circulaires et d’une hauteur de 35 m.
Chaque colonne porte une charge de 310°daN. La contrainte de compression admissible dans
le matériau constituant les colonnes est o, = 2 MPa. Le poids volumique de ce matériau est

w = 2200 daNm3.

1°) Détermination du diametre ¢, et du poids P, des deux colonnes de section constante.

81

" 1
- :J G

7] 4
. ée
8
O? =af
1 o)
Le torseur de cohésion s’exprime par :

—F—-wS.(l—z) 0
{Teon} = 0 0
0 0

G

La poutre étant de section constante, la contrainte normale sera maximale dans la section ou
I’effort normal sera maximal soit en x = 0.

N(Q) —F—-wS.l
S. Se

Ceci génere une contrainte normale o(0) = avec 0(0) =0,

a 4F
Dou S.= — et ¢.= = ¢, =1.76m et P.=wdS.l=1878KN

op+wl m(op +wl)

2°) Détermination de [y, ly, ¢1 et ¢o pour que le poids de la colonne soit le plus faible pos-
sible puis calcul de ce poids P,,;,.

?2

o1 T
y”l—ﬁ

16



F

Daunslabsectionac:lfr : N=—-F —-wlSy=0,5 — Sy=—"—
O'p—FCOlg
Dans la section x =07 @ N=—F —wly Sy —wli S1 =0,5

F 1 Fu}lg
op+wl  (op+wlh)(op,+wls)

Dou S; = — avec P =w (S1l + Sals)
Upl +Cdl1(l — ll)

Soit en fonction de let Iy : P =wF
O1T en 1ronction ae ( € 1 W Up(Up—FCOl)“‘WQll(l_ll)

On cherche la valeur de [; qui minimise le poids P en écrivant la relation suivante : — = 0

L

l
On trouve la solution suivante : [; = [, = 3= 17.5m

Ce qui donne :
Sy = 1.85m? soit un diametre ¢, = 1.54 m?
S1 = 2.30m? soit un diametre ¢; = 1.71 m?

wl (51 + SQ)
2

Prin = = 1600 KN

3°) Détermination du poids de la colonne supposée de section variable de telle sorte que la

contrainte normale dans toute section droite soit la méme.

r
hS
8

|

<y
xy

Pe

N e e e Y

v

Avec les méme conventions que précédement (Exo. 2-1), on obtient :

S4 = — = 1.5m? soit un diametre ¢4 = 1.38 m?
Op

l
So = Sa exp(w—) =2.204m? soit un diamétre ¢o = 1.675 m?
Ip

Poids de cette colonne : on a P, + F' = —0, S50 soit P. = —F — 0,5 = 1408 KN

17



GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de longueur L sur 2 appuis simples. La poutre est soumise & un
couple C appliqué en son milieu.

7

]
©z C=4Nm b
A m B - G b
%}7 \ ¢/ VAN
7 7
L/2 L/2
P " +

1°) Etablir le bilan des éfforts.
2°) Determiner 'expression de l'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

3°) Tracer les diagrammes

Solutionl

Etablissons le bilan des effort. L'effort Rp, est orienté vers le bas a cause du moment qui tend a
y

soulever I'extréminté B de la poutre.
™
©z C=4Nm

A B
- —
7 “
R
mo L2 L2 =
4 7

Ecrivons les équations d’équilibre

A\
8

Ry,

donne
Projje —Ra, =0 5 Pyjyy—>Ra, — Rp, =0
et
S Ny, =0
donne
C—Rp, L=0 :RBy:RAy:%

nous avons 2 zones : 0 <z < L/2 et L/2<x <L
18



Zone 1 :0 <z < L/2

<y

b
Q

-
=

avec

Ce qui donne

x

C C
N=-Rs, =0 , T,=—-Ry =-7 et MfZ:RAya::zx

donc nous avons :

N=0
C
7; - —-ji
C
A4fz—— z;$
Zone 2 : L/2<x <L
7N
N
©z C=4Nm
LAy %% & C 7 x
Ra, L2

=%
=

avec

19



Ce qui donne

C C
N:_RAI:O ) Ty:_RA?!:_Z el Mfz:RAy:C—C:Zx_C
donc nous avons :
N=0
C
Ty — —Z
My, = c(% - 1>
Diagrammes : T, et My,
A/[sz
TyA
+
L2 L L/2 L

=~



GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de section rectangulaire (bh) et de longueur [ sur 2 appuis simples.
La poutre est soumise a une charge F' appliquée a une distance a de son extrémité. La poutre est
en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module d’élasticité longitudinal est E.

<y

=

-~

>

1°) Etablir le bilan des éfforts.
2°) Determiner I'expression de 'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

4°) Etablir ’expression de la hauteur minimale h,,;, pour une valeur de b donnée.

)
)
3°) Tracer les diagrammes
)
5°) Etablir 'expression de la déformée (fleche). Endéduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

B
I {Al >
A ¢
7 v
R A, RBU

V

1

L

|

21



Ecrivons les équations d’équilibre

Zﬁextzﬁ

donne
Projje —Ra, =0 3 Pjjy—rRa, + Rp, — F =0
et )
Z MFeIt/A =0
donne .
F(l— Fb
Ru = Fl-a _Fb
Yy l l
2- Nous avons 2 zones : 0 <z <a et a<z <l
Zonel:0<zx<a
7,
™
O
RAI %; G .7
Ry,

>
=

avec

Ce qui donne

Fb Fb
N——RAI—O y Ty:—RAy_—T et MfZ:RAyI:TI
donc nous avons :
N =

Fb

=T
Fb

My =—u

Zone2:a<x<l

22



>~
=

avec

Ce qui donne

F F
N=-Ry =0 |, Ty:—RAy+F:Ta et Mfz:RAyx—F(x—a):Ta(l—x)

donc nous avons :

N=0
Fa
T ———
Y [
Fa
My, =— (I —x)
3- Diagrammes : T, et My,
TyA ]wfﬂ
+17a +% (l_a) |
L ‘ L
0 - > 7 0 !a + > T
_F(-a)
1

4- Expression de hy,p,.

la condition de résistance est donnée par I’équation suivante : o < 0, ce qui donne
mazx p

23



ce qui donne

Finalement, on aura :

6Fa(l—a)
oz S

6Fa(l—a)

<K
lbo,

lboy,

6Fa(l—a)

24



5- Equation de la déformée y(z).

La déformée est donnée par (Effort tranchant negligé) 'équation différentielle suivante :

" MfZ
" Fles

” Mfz
Yy (m) - EI(G’Z)

Nous avons 2 zones, ce qui va nous donner 2 équations de la fleche.

Zonel: 0<zx<a

" Fb

Elg.y () = - T

Fb
= Az avec A:T

Une premiere integration donne :

2
/ xr
EI(Gyz) yl(x) = A ? + 01

Une deuxieme integration donne :
3

avec E : Module d'Young (MPa)

Elgyy(z)=A T +Cix+Cy  (Cy,Cy: Constantes d'integration)

6

Zone2:a<z<l

" Fa
Bl yy(z) = 7 (- =)
F
=B(l—x) avec B:Ta

Une premiere integration donne :

’ l—l' 2
E](G,z) y2($) =—-B ( )

+C3

Une deuxiéme integration donne :
(I —a)°
6

E Gz y2(r) = B

+Csx+C;  (Cz,Cy : Constantes d'integration)



Détermination des Constantes d’integration : C',C5,C5 et Cy

Nous avons :

’ ’

yi(0)=0 , »@)=0 , wa)=wyla) , yla)=1yya)

03
yl(o>:0:>14€+010+02=0

@ :>02:O

(-0°
:>Cgl—|—C4:0
(2) =Ci=-Cl

| — 3
( 6a) +CgCL+C4

3
a
yl(a)ZQZ(G)jAE—FClCL—FCg:B

3 | — 3
® =4%+0a=8""

+C'3(a—l)

, , a? [ —a)?
yl(a):yQ(a):AE—i—Cl:—B( )

+Cs

2 | — 2
(4) :>03:A%+01+B( 2“)

En combinant @ , @ et @ nous pouvons déduire que :
_Ad®—B(l—a)’® Ad®

@ 31 2
Aa®*—B(l—a)®> B(l—a)?
Cs= 31 T
B(l—a)*—Aa® BIl(l—a)?
Cy = —
2
Enfin,
(a) = Fa*b?
YN
l Fb ;
o max l2_b2
POUI"CL>2 Y Bl 3( )

26



Cas particulier : a =

N |~

On aura :
Fl?
O = _——
! 16
Ce qui donne :
E Iy
E 1z ya(

La fleche maximale est donnée par :

ymar -

F
RAy:RByZE
F? F?
G=Tg 0 G
F o, FP
R TR T
F? F?
= (-2 -
L A v 7
F3 l
I e—— our r = —
8E ) P 2

o~
—~

_—FL® |
BEIq.

27



GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considere une poutre AB de section circulaire (diametre ¢) et de longueur [ encastrée a
une extrémité et libre sur I'autre. La poutre est soumise a une charge concentrée F' appliquée a
son extrémité libre. La poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module

d’élasticité longitudinal est F.

—

Y
® 7 g
Fl )
>~ T 7
N A B
k l b
1 1

1°) Etablir le bilan des éfforts.

2°) Determiner I'expression de 'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

4°) Etablir ’expression de la hauteur minimale h,,;, pour une valeur de b donnée.

)
)
3°) Tracer les diagrammes
)
5°) Etablir I'expression de la déformée (fleche). Endéduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

Yy

\
8
Y

Ra,

/:/”

4
Ry~ M, I ‘

Ecrivons les équations d’équilibre

donne
P,-Oj/x —>RAI =0 ; ij/y —)RAy —F=0 = RAy =

et

2 Mry, =0 29



donne
M,—Fl=0 = M,=FI

2- Nous avons 1 seule zone : 0 < x < [

Zonel: 0<xz <l

<y
J

.

%
R‘A_L S~ :\[L

-
s

avec

Ce qui donne

donc nous avons :

N=0
T, = —F
Mf —F(l‘—l)

30



3- Diagrammes : T, et My,

4- Expression de hy,p,.

—Fl

la condition de résistance est donnée par I’équation suivante

ce qui donne

Finalement, on aura :

fZmazx

N

YUmax Op

I,z

Fl ¢
T2 S
64

32F1

w3 S Op

32F1
T Op

< ¢

 Omaz < 0p ce qui donne

31



5- Equation de la déformée y(z).

La déformée est donnée par (Effort tranchant negligé) ’équation différentielle suivante

” M P
y () = — avec FE : Module d'Young (MPa)
E I

Nous avons 1 zone donc 1 seule équation de la fleche.
M fa= F (ZE — l)

Elgyy (z)

F(x—1)

Une premiere integration donne :

/ F
Elgyy (x) = 3 (z =1+ C,

Une deuxiéme integration donne :

F
ElLG.yy(r) = A (x—0>+Crz+Cy (Cy,Cy: Constantes d'integration)

Détermination des Constantes d’integration : C et Cs

Nous avons :

F3 /
Donc,

6E .
Ymaz = Y(T) .
FI3
ymaa: 3 E[(G7Z)

y(z),

__FB |
3E1g,.
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de section rectangulaire (bh) et de longueur [ sur 2 appuis simples.
La poutre est soumise a une charge uniformement répartie p appliquée sur toute la longueur de
la poutre. La poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module d’élasticité
longitudinal est E.

Y
p=4N/m 1y
@7 b
AVV Y A\ 4 Y \ 4 "B a h
» -7 - 7
! L
4

=

o

1°) Etablir le bilan des éfforts.
2°) Determiner I'expression de I'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

)
)

3°) Tracer les diagrammes

4°) Etablir 'expression de la hauteur minimale h,,;, pour une valeur de b donnée.
)

5°) Etablir I'expression de la déformée (fleche). Endéduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

Yy
p=4N/m ‘R Yy
®z b
Y 4 A 4 L v L4 YR & h
RAJ > > 7 > 2
7 ¢ £
7 v
RAU RBU
k l V
1 1

Ecrivons les équations d’équilibre

Zﬁext:(j

Proj/x —>RAx =0 ; Proj/y —>RAy +RBy —pl =0

donne

33



et

Z Mpezt/A == 6

donne l l
{
RAU :RB.U :%

2- Nous avons 1 seule zone : 0 < x < [

Zonel: 0<xz <l

Ry,

RN
=

avec

Ce qui donne

[ l
N=-Ry,=0 , T,=—Ra,+pr=—7+pr |, Ty—p(x—§>
x? [ x?
MfZ:RAyx—p?:%x—p? , Mfz—‘gx(l—a:)

donc nous avons :

34



3- Diagrammes : T, et My,

]\/[fz A
Z}l’/ A 12
+2 +BE )
I
I
l ! l
0 > 0 f + >

N~ N
N~

=

w0

4- Expression de hy,;,.
la condition de résistance est donnée par I’équation suivante : 0., < 0, ce qui donne

%y <o
I 577
2
12
3pl?
4bh?

< 0y
ce qui donne
3pl?
4bo,

<K

Finalement, on aura :

35



5- Equation de la déformée y(z).

La déformée est donnée par (Effort tranchant negligé) I’équation différentielle suivante :

1" Mfz
Yy (QJ) - E](G,z)
" Mfz /
y (x) = avec E : Module d'Young (MPa)
E g,

Nous avons 1 zone donc 1 seule équation de la fleche.

22
" l
Elg.y (x) = ga:(l—x) = %x—gﬁ
Une premiere integration donne :
/ [
Elyy (1) =22 - L2+ Gy
4 6
Une deuxieme integration donne :
l
Elg.y(x) = % - 2% '+ Crx+Cy  (Cp,Cy: Constantes d'integration)

Détermination des Constantes d’integration : C et Cs

Nous avons :

Donc,

~FL* |
BEIq,.,
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de section rectangulaire (bh) et de longueur [ sur 2 appuis simples.
La poutre est soumise a une charge uniformement répartie p appliquée sur toute la longueur de
la poutre. La poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module d’élasticité

longitudinal est E.

Y
p=4N/m 1y
®7 b
A" Y A\ 4 Y Y "B a h
>~ T > 7
%}70 A_D
4 2
. a L [—2a L a L
1 7 4 7

o

1°) Etablir le bilan des éfforts.
2°) Determiner I'expression de I'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.
4°) Etablir 'expression de la hauteur minimale b,,;, pour une valeur de h donnée.

)
)
3°) Tracer les diagrammes
)
5°) Etablir I'expression de la déformée (fleche). Endéduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

Yy
p=4N/m ‘R Ly
®z b
A Y Y Y Y A 4 A\ 4 B fe h
> ‘/’ > Z
Ry, g Rp, /
L a L l—2a , a L
4 7 7 1

Ecrivons les équations d’équilibre

Zﬁext:(j

Proj/x —>RAx =0 ; Proj/y —>RAy +RBy —pl =0

donne

37



et

Z Mpezt/A == 6

l
RAya+RBy(l—a)—pl§:O.

pl L . o
Ra, = Rp, = 5 On pouvait avoir ce résultat grace ala symétrie
2- Nous avons 3 zones :
Zonel:0<zx<a
Uy
p=4N/m (R
©z
A Y Y A 4 Y Y Y G
> T
Ra

y
L
4

s

L’équilibre du trongon 1 de la poutre donne :

avec

Ce qui donne

€T
My =—p—
fz P
donc nous avons :
N =
T,=px
2
px
M, =—"—
fZ 2

38



Zone2:a<x<l—a

=

avec

Ce qui donne

l l
N=—-Ry, =0 , Ty:—RAy—i-p:z::—p——i-px , Ty—p(x——>

donc nous avons :

39



Zone3d:l—a<x<l

p=4N/m h

-~
8
=

L’équilibre du trongon 3 de la poutre donne :

avec

Ce qui donne

[
N:_RAIIO ’ Ty:_RAy_RBy+px:____+px

donc nous avons :

40



3- Diagrammes : T, et M;_

%A
+pa
l—a
0 ! -7
a l/
—pa
l [
Casde: a>- et a< —.
4 4
]szl l ]Mfzn
a 2 l—a I
0 " } | + Z

|
S
=
=
|
|
-
o
o~ L
Y
8

P; ,,,,,,,,, _%
>l <l
a — a —
4 4
l
Casde: a=-.
- 4
Tyl
4
My,
3l ] 31
! ! ! ! S

S o
|~
v
81
S
e o
8

|
w0
Ol

4- Expression de hy,;,.

la condition de résistance est donnée par I’équation suivante : 0,0, < 0, ce qui donne
p

Mfzma:p <
I(G,z) mazx X Op
pl> h
- a
bh3 2 =P
32 —

12 41



3pl?

<
166h2 7
ce qui donne

3pl?

Tt S

4 h* oy
Finalement, on aura :

3pl?
~ 4h?0,

5- Equation de la déformée y(z).

La déformée est donnée par (Effort tranchant negligé) I’équation différentielle suivante :

" Mfz
Y (‘/L') - EI(G,Z)
" Mfz /!
y (x) = avec E : Module d'Young (MPa)
Elg.

Nous avons 3 zone donc 3 équations de la fleche.

Zonel:()<x<fl

E g, Y, (x) = —p

N

Une premiere integration donne :

3

’ X
Elgyy(z) = —pg +Cy

Une deuxieme integration donne :
4

EI(G,z)y1($) :_pﬂ+01$+02 (Cl,CQ

Zone2:£<x<3—l

: Constantes d'integration)

42



Une premiere integration

Bl ys(x) = —

N3
VRS
8
|
N | =~
~_

[\&]

Une premiere integration donne :

3
EI(G’,Z) 3/2(*%) = _%7 (l‘ - 5) + (4

Une deuxieéme integration donne :

I\
Elg.yy(x) = —2% (3: - 5) +Csx+C;  (Cs,Cy4 : Constantes d'integration)

Zone 3 : %l <z <l
Une premiere integration
El Gy ys(z) =—5 (x —1)°

Une premiere integration donne :

Bl vy(@) = —¢ (@ = 1 + G

Une deuxieéme integration donne :

Elg.yys(x) = —2% (x —0)* 4+ Cs2+Cs (Cs,Cg : Constantes d'integration)

Détermination des Constantes d’integration : C} , Cy , C3 , Cy , Cs et Cg

Nous avons :

Apres calcul, on trouve

() .



1 e} ~

7N\
T S S
O~ N———
IS Eap) N

a3 o
_2 _ a3 &\l

I I I

4 e

QO S ot

on| =

y(z),
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de section circulaire (diametre ¢) et de longueur [ sur 2 appuis
simples. La poutre est soumise a une charge uniformement répartie p appliquée sur toute la lon-
gueur de la poutre. La poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module

d’élasticité longitudinal est F.

p=4N/m .

Y Y Y Y Y A B

-~

1°) Etablir le bilan des éfforts.

2°) Determiner ’expression de l'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

4°) Etablir 'expression de la hauteur minimale h,,;, pour une valeur de b donnée.

)
)
3°) Tracer les diagrammes
)
5°) Etablir I'expression de la déformée (fleche). Endéduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

Y

p=4N/m h ~

WB

8
y

\
R o
Az '\\“

2
Ra y\ M,

Ecrivons les équations d’équilibre

Zﬁext :6
donne
Projje —Ra, =0 ;5 Prjyy—Ra, —pl=0 = Ry, =pl

et

2 Mry, =0 45



donne )

[ pl
M, —pl-= M, = —
e p2 0 = 5

2- Nous avons 1 seule zone : 0 < x <

Zonel: 0<xz <l

<y

-
Bq\ M,

LAy

=

avec

Ce qui donne

N=—Ry, = , Ty=—Ry,+pr=—-pl+pr , T,=p(x—I)
2 2 2
MfZ:RAyx—p%—Me:plx—p%—pT , Mfzz—g(x2—2lx+l2)

donc nous avons :

N=0
T,=p(x—1)
p
Mfzz—§(x—l)2

46



3- Diagrammes : T, et My,

,pl

4- Expression de hy,p,.

la condition de résistance est donnée par I’équation suivante : 0,4, < 0, ce qui donne

ce qui donne

Finalement, on aura :

Mfzma:r <
—ymaz\o'
I, :
pl> ¢
27rgz$4 §<Op
64
16 p1?
T
2
16pl < &
T o)
R:?> [ 2pl?
27\ 7o,

8y

47



5- Equation de la déformée y(z).

La déformée est donnée par (Effort tranchant negligé) 1’équation différentielle suivante :

" Mfz
Yy ($) - EI(G,z)
" Mfz /
y (x) = avec F : Module d'Young (MPa)
Ela,.)

Nous avons 1 zone donc 1 seule équation de la fleche.

Une premiere integration donne :

Elgyy (@) == (@ =1+

Une deuxieéme integration donne :

Elg.y(z) = —2% (x —0)*4+Crz+Cy (Cp,Cy: Constantes d'integration)

Détermination des Constantes d’integration : C et Cs

Nous avons :
0)=0 = OLLi =0 = (= pl”
y — 2 — 24 ) y - 1 — 6
Donc,
p . pl® plt
Bl _ PP P
G.2) Y(2) Y (x—1) 6 T+ 21
y@) = ——L (w1 4B — 1Y
24 E I .
Ymaz = Y(T) .
pl*
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On consideére une poutre AB de section rectangulaire (bh) et de longueur [ sur 2 appuis simples. La
poutre est soumise a une charge non uniformement répartie f(x) appliquée sur toute la longueur
de la poutre. La poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module d’élasticité

longitudinal est FE.

7

=

1°) Etablir le bilan des éfforts.

2°) Determiner I'expression de 'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

4°) Etablir ’expression de la hauteur minimale h,,;, pour une valeur de b donnée.

)
)
3°) Tracer les diagrammes
)
5°) Etablir I'expression de la déformée (fleche). Endéduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

Y

) ™ )
®z b

A - gt >
RAy RBI/

Ecrivons les équations d’équilibre

L 26N

Ra,

-
=

-~
-

Zﬁext:(j

donne

l
Proj/:c —>RAI =0 ; Proj/y —)RAy + RBy — /f(x) dr =0
° 49



et . .
> Mg, =0

donne
l

/tf(t) dt

0

o~ =

RByl— tf(t)dt:O :>RBy:

S — _

Ra, = /f(x) dr— /tf(t) t

0

2- Nous avons 1 seule zone : 0 < x < [

Zonel: 0<xz <l

<y
\H
s
j

=

avec
N 0
{ﬁoh} - Ty 0
G 0 My,
Ce qui donne
T l 1 l T
N=—-Ry, =0 , Ty:—RAy—f—/f(t)dt:—/f(x)dan?/tf(t)dt—l—/f(t)dt
0 0 0 0

MfZ:RAyx—](x—t)f(t)dt:x (/lf(x)d:v%/ltf(t)dt) —/(:p—t)f(t)dt

0

l T

l
Mfzzx/f(t)dt—j/tf(t)dt—kl_lm/tf(t)dt
50
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donc nous avons :

N=0
l l T
1
T,=— [ flx)de+ - [ tft)dt+ [ f(t)dt
[ro fron]
l l T
Mfzzx/f(t)dt—§/tf(t)dt+l_l$/tf(t)dt
T T 0

3- Diagrammes : T, et M;_

Pour résoudre ce probléme, nous allons prendre comme exemple la fonction f(z) = agx :

>
=

Dans ce cas, nous aurons :

12
RAy = Qo g
l2
RBy = Qq g

2 2
MfZ—T(l — X )
Ty\ ]Lfle
ag 2 a0 133
+% +027 T
:
13 f
3 l y [
0 -7 0 — 7
1 L 1V3
agl? 2 2 3
T 6

51



4- Expression de hy,;,.

la condition de résistance est donnée par I’équation suivante : 0,,,. < 0, ce qui donne
p

Mfzma:c
Iz
ao’\/3 h

— <o
bh? 2 P

27 —
12

2&0[3\/3
9pnz Y

2@0[3\/3
9boy,

\/2V3aglbao,

Ymax < Op

ce qui donne

<K

Finalement, on aura :

h =

W =~

52



5- Equation de la déformée y(z).

La déformée est donnée par (Effort tranchant negligé) I’équation différentielle suivante :

1" Mfz
Yy (QJ) - E](G,z)
" Mfz /
y (x) = avec E : Module d'Young (MPa)
E g,

Nous avons 1 zone donc 1 seule équation de la fleche.

22
" l
Elg.y (x) = ga:(l—x) = %x—gﬁ
Une premiere integration donne :
/ [
Elyy (1) =22 - L2+ Gy
4 6
Une deuxieme integration donne :
l
Elg.y(x) = % - 2% '+ Crx+Cy  (Cp,Cy: Constantes d'integration)

Détermination des Constantes d’integration : C et Cs

Nous avons :
pl®
Donc,
pl 5 p 4 pl?
El =— — - —
@2 Y(T) = 35 " T g
bz 3 2 3
, [
y(x)=0 = z=-
2
B 5pl
Ymar = TSI E T
U(I) \
l/2 l
0 + >~ 7

~FL* |
BEIq,.,
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de section constante et de longueur [ sur 2 appuis simples. La poutre
est soumise a un couple C appliqué en son milieu. E étant le module d’Young.

<y

©z C=4Nm b
A m B - G ho
L3 | AN
7 L,
12 12
'Ib ’Ib ’Il'

1°) En utilisant le théoréme de Castigliano, exprimer la rotation du point C.

SOLUTION

ﬁ N

C=4Nm

£

A B )
> & C 7 T
7 @
RAJ/ Rl?l/
] 12 1/2 e
1 g

Comme nous 'avons établi dans un précédent TD, les moments fléchissants des 2 zones sont donnés
par :

Zonel:0<x<%

Mle— l

ZoneZ:%<x<l
54



My, = c(% - 1)

En appliquant le théoréeme de Castigliano nous pouvons determiner la rotation du point C est
nul. On aura :

oW, dWw,

0
T oCc T do

Puisque le probléme est & énergie de déformation & flexion dominante on a :

1 [ M;, 1| 2 M3, L M3
W, = - ds==> | [ 224 "z g
/p ’ /o Ele. “/; Blo.

2 Elg, 2

FElg. étant une constante, on aura

1 2 1
1 2 C 9 €T 2
We = Spr [/0 (7:@) dx—k/é(,’ (7—1) dx]
_ Lo (e[, L e [0
C2BIg. \1?) 3], 2FIg \I? 3 1.
__Lo(enN[e] L ey e
C2FEIs, \12) |24 2FI.. \ 12 ) |24

o
24 FI,

Oor nous avons :

o OWe _dW,
T oCc T dC
Cl

bo = 12 E1,.
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GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB de section rectangulaire constante (bh) et de longueur [ sur 2 appuis
simples. La poutre est soumise a une charge F' appliquée a une distance a de son extrémité. La
poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module d’élasticité longitudinal
est F.

<y

-
=

-~

1°) En utilisant le théoreme de Castigliano, exprimer la rotation du point C. On considére que la
déformation est a flexion dominante.

SOLUTION
Yy
™
®z b
r
R A B G h
A > > T >z
A ¢ ﬁ%
4 2
Ry, R
4 £ 2 + b g "
L ! L
1 7

Comme nous l'avons établi dans un précédent TD, les moments fléchissants des 2 zones sont
donnés par :

Zonel: 0<zx<a

56



Zone2:a<x<l

My, =—(—-2)

En appliquant le théoreme de Castigliano nous pouvons determiner la rotation du point C est
nul. On aura :

s OWe _dW.
“& T 9F T dF

Puisque le probleme est a énergie de déformation a flexion dominante on a :
1 M}% 1 a MJ% U A2
W, = - *ds = - 2N Iz g
2 /FE[GZ "7 [/0 Elc. x+/a Flc. x}

Elg. étant une constante, on aura
1

“(Fb \* LIFa\? )
W, = 3Bl /0 (Tx) dx—f—/a (T) (x —1)"dz
_ L (ERYN 1 (Fa =)
C 2FIg. \ 1 3], 2FIg. \ I 31,
_ L (ER@] L L (Fa\ e
- 2FBIqs, \ 1 3 2FIq, \ 1 3

We:F2a2(l—a>2
61F1..
O nous avons :
s OWe W,
“ T 9F T dF
_ Fa*(l—a)
“ = T 31FI.
Cas ot po
as ou . a— = —
e 2
_FB
“ T 4S8 ElL,

o7



GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considere une poutre AB de section circulaire (diameétre ¢) et de longueur [ encastrée a
une extrémité et libre sur I'autre. La poutre est soumise a une charge concentrée F' appliquée a
son extrémité libre. La poutre est en acier dont la limite pratique a la traction o, et le module

d’élasticité longitudinal est E.

)

=

>~

1°) Etablir le bilan des éfforts.

2°) Determiner ’expression de l'effort tranchant ainsi que le moment fléchissant.

4°) Etablir 'expression de la hauteur minimale h,,;, pour une valeur de b donnée.

)
)
3°) Tracer les diagrammes
)
5°) Etablir 'expression de la déformée (fleche). En déduire la valeur de fleche maximale.

SOLUTION

1- Nous avons d’apres un précédent TD que .

Yy

81

Ra, >

A/
Ry > M, l

/_/"
oy}

=

=F(x—1)

z

o8



En appliquant le théoreme de Castigliano nous pouvons determiner la rotation du point C est nul.
On aura :

oW, aw,

05, oOF  dF

Puisque le probleme est a énergie de déformation a flexion dominante on a :
We:—/ fzds:—/ 21
2 Jr Elg, 2 Jy FElg.

Elg. étant une constante, on aura

1 l )
Ve = Sbl /0 (F (e =) de

R [@-1¥
 2FIg, 3

0

F2 13
© 6FIg.,

Oor nous avouns :

0w, AW,
v 9F  dF

_FP
" 3FEIg.

99



GC3

TD RESISTANCE DES MATERIAUX

Pr. R. Kouddane

Exercice 1

On considére une poutre AB sous la forme d’un arc, encastrée a une extrémité et libre sur 'autre.
La poutre est soumise a une charge verticale F' appliquée a son extrémité libre. La poutre est en
acier dont la limite pratique a la traction o, et le module d’élasticité longitudinal est E. La poutre
a une section circulaire (diametre d). Le probleme est a flexion dominante.

N
o
!

2l Y

-~

1°) Etablir le bilan des éfforts.
2°) Determiner Iexpression du déplacement vertical 05, du point B.

2°) Determiner 'expression du déplacement horizontal 65, du point B.

SOLUTION

1- Etablissons le bilan des effort.

<y

M
N

Ra, b t -7

Ecrivons les équations d’équilibre

donne
Projje —Ra, =0 ; Prjjy—Ra, —F=0 = Ry, =F
60



et

Z Mpezt/A = 6

M, —-2lF=0 = M, =2lF

donne

2- Nous avons 1 seule zone : 0 < x < [

Zonel: 0<xz <l

N
)

B e

>

L’équilibre du trongon 1 de la poutre donne :

avec

Ce qui donne
N=-Ry, =0 , T,=—Ry, =—F

My, =Ra o —M.=Fl(14cosf)—2F1 , My, =FIl(—14cosf)

donc nous avons :
N=0

T,=—F
My, = Fl(—14cosf)

61



3- Determination de dp, :

M
™

We
D’apres Castigliano, on sait que : dp, = oF avec
W, ! / (My.)*d
e ™ T = z S
2F I !
r
1
W= —— /7TF2l2 (=14 cos0)?1df avec ds=1db
2K g,y
0
d’ou _
F?2[3
We=——— -1 )% do
2E I g, /( + cost)
0
Ce qui donne enfin,
Fi* |
op, = /(—1+cos€)2 db
E g, )
3T B
op, = ————
o 2FE gy
17 y j
N
®z
B
Ry, > , < 0 -7 Ry, >
A 0 » A
Ry, M, 21 M R4 M,

R [

-

Ecrivons les équations d’équilibre

Zﬁextzﬁ

donne
P"Oj/x —>RAI =0 ; Proj/y HRAy_F1:0 = RAy =F
et )
Z MF@“/A =0
donne

M,—-2lF=0 = M, =2IF

2- Nous avons 1 seule zone : 0 < x < [
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Zonel: 0<x<l

L’équilibre du trongon 1 de la poutre donne :

{7;077,} = _{ﬁxt—ﬂ}
G G

N 0
{ 7;011 } - Ty 0
G 0 M,

avec

z

Ce qui donne
N=—-Ry,=—¢ , T,=—-Ry =—F

z Yy

My, = Ra, v — M. — Ry, lsin = Fl(1+cosf) —2F1—¢lsinf

dODC nous avons :
N=0
T,=—F

Y

My = FIl(=14cosf) — ¢l sinf

3- Determination de dp, :

ow,
D’apres Castigliano, on sait que : 0, = —— avec
' 0¢ l¢=0
Wt / (M}.)2d
L= L) ds
2E 1.z !

r

T

/(Fl(—l—l—cos@)—(blsin@)QldQ avec ds =1d0

0

1

W, =~
2E I

Puisqu’a la fin, on va deriver par rapport a ¢ avec ¢ =0

s

F 3
W, = kil /(1—0080) sin 6 do
E g,
0
Ce qui donne enfin,
Fi* |
dp, = l / (sin® — cos @ sin ) df
E g,
0
5 2F 3
e
" Elgy
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