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(Dprt Informatique, ESTO)

Résolution des systemes
linéaires par des méthodes
directes

n Introduction

On considére une matrice inversible A et on fixe un vecteur b € R"; ("le second membre"). L'objectif est d’étu-
dier des méthodes de résolution du systeme linéaire :

Au=b (1.1)

X1
dont I'inconnue est un vecteur u =| : |€RR".

X2
On sait que sous I’hypotheése d’inversibilité de la matrice A, un tel systeme de n équations a n inconnues a une
solution unique. L'objectif est d’étudier des méthodes de calcul de cette solution qui soient praticables pour
des systéemes de grande taille (au moins n > 100). On peut se rappeler qu’il existe une expression tres élégante
de la solution avec des quotients de déterminants :

v det(Aq;...; A0 A5 A,)
! det(A)

Faisons remarquer que les formules de Cramer ci-dessus sont tres peu utilisées (voire ne sont pas utilisées)
dans la pratique car leur cott opératoire est de l’'ordre de (n+1)! opérations. Ainsi, en supposant qu'on dispose
d’un ordinateur capable d’effectuer 10° opérations par seconde, alors il nous faudrait 9.61047 années pour
résoudre un systéme linéaire ayant 50 inconnues comme le montre le tableau ci-dessous!

Taille n | nombre d’opéarations Temps
10 11!'~3.99107 0,04 seconde
20 211~5.11019 1620 années
50 51!'~1.551066 9,61047 années

Ajoutons a cela que méme pour des systemes linéaires de tailles "modestes", le calcul, sur des ordinateurs, de
la solution par la méthode de Cramer est entaché par la propagation des erreurs d’arrondi et de troncature.
Pour toutes ses raisons, de nombreuses méthodes dites méthodes directes qui permettent de résoudre (1.1) ont
été développées. Ces méthodes fournissent la solution du systéme en un nombre fini d’étapes. et elles sont ba-
sées sur une décomposition de la matrice A sous forme d’un produit de matrices plus "simples" a manipuler :
A=LU,A=QR,A=LDLT, A=5ST, ...




Remarque

n Méthode d’élimination de Gauss

L’idée de cette méthode est de se ramener a un systéme linéaire dont la matrice est triangulaire supérieure, on
obtient ensuite la solution par simple remontée.

n Cas d’une matrice 4 x 4

On cherche a résoudre le systéme suivant :

2x + v 4+ oz = -3
4x + 3y + 3z + t = -5
8& + 7y + 9z + 5t = -7
6x + 7y + 9z + 8t = 1

La méthode de Gauss, consiste a éliminer x des lignes 2, 3, 4, puis y des lignes 3, 4, puis z de la ligne 4. On
obtient alors la valeur de t et on en déduit les autres valeurs en remontant.

Dans la suite on note par L;, 2 < i < 4 la ligne numéro i du systeme et par a; ; 'élément d’indice (7,j) dans la
matrice associée.

Etape 1:

On effectue alors pour toute ligne L;, 2 <i<4:

a1
Li (—Li— th
a1,1
on obtient ainsi le systeme équivalent suivant :
2x + v+ oz = -3
y + z + t =1
3y + 5z + 5t =
4y + o6z + 8t = 10



l:ftape 2:
On effectue pour toute ligne L;, 3 <i <4:
a;
L L ——2L,,
a2

on obtient ainsi le systeme équivalent suivant :

2x + v + oz = -3
y + z + t = 1
2z + 2t = 2
2z + 4 = 4
Etape3:
Finalement on effectue 0
Ly L,— 1L,
43,3
on obtient ainsi le systeme équivalent suivant :
2x + v + z = -3
y + z + t = 1
2z + 2t = 2
2t = 4

Le systéme est donc triangulaire, en utilisant la méthode de remontée, on aboutit a la solution suivante :

Le systéme initial est Ax = b avec

Cas général

1

)
anJ

(1)
ani

y = -1
z = 0
z = -1
t = 2

_Q
N
X — = —

[
N

1
T

X1
X2

Xi

Xn

et b =p=

Etape 1: A fin d’éliminer la variable x; des (1 — 1) derniéres lignes, on effectue

_
=a;;

1
,1

1

—
—

= —

)
1

1)
a

b,

i,j=2,3,...,n

i=23,...,n,

a condition que a; ; soit non nul, ce que I'on supposera pour le moment.

Lorsqu’on a fait I’élimination jusqu’a la derniére ligne on obtient un systéme linéaire sous la forme A?)x = b(?)

avec

(1) (1)
a1 41
0 ay)
0 a)
0 anzé

(1
QL

(2
al

X —= —




On dit qu’on vient de réaliser la premiere étape de I’élimination de Gauss, ce qui a consisté a faire apparaitre
des zéros sur la premiere colonne en dessous de la diagonale.
Etape 2 : La deuxiéme étape consiste a éliminer la deuxiéme inconnue x, des lignes 3,4,...,n. Pour cela on

R . . 2) ) . )
commence par la troisiéme ligne, en supposant maintenant que a, , est non nul. Ce qui conduit aux formules :

B _ @ %2 (2 .
az] ailj _Wazlj, l}]—3;4; ,n,
%)
3)_,(2) “('22) 2)
1,
bl :bl —wbz ’ 1—3,4; ,n,
a,

) ) (1)
ayy Ayp e A e Ay b(ll)
(2) (2) (2) 2
0 az’z az’j aZ,n b(Z :
AB | ¢ 0 a(;; a(;,l et b = b(33)
. . . . . . ‘3

Etape k : On peut alors définir I'algorithme général en supposant qu’on a effectué k — 1 étapes de 1’élimination

de Gauss, et on a un systéme qui s’écrit AK)x = b*), avec A®) et b¥) donnés par

a1 42 41,3 ai,j ai,n bgl)
(2) (2) (2) (2)

0 ay, a3 a, | ay, b(zz)

(3) (3) (3) 3
0 0 a3; a3k a3 b(3 )

Al | : T : et b=
(k) (k) (k)

0 0 0 Ak U by
0 0 0 .. a4 .. ap by

L’étape k consiste a faire 1’élimination de la variable x4 dans les lignes k+ 1,k + 2,...,n. Ceci conduit aux for-
mules suivantes, définies pour i =k+1,k+2,...,n,

(k)

(k+1)  _ (k) 4 (k) C e

a; ; _ai’j—a(—mak’j, Lj=k+1,k+2,....n
0

bgk“) :bgk)—%bjck), i=k+1,k+2,...,n
A k

2)

a1,1 “(1,2 a1,3 a1,n bgl)

p) 2
0 [1(2’; [12[3 e a(z’,)l b(22)
3 () 3) (3)

Al — 0 0 P33 3k a%’” et b = b3

(n-1) (n-1) (n-1)
Ay 1n-1 Yu-1n b"(_nl)

0O 0 0 0 all)

et en utilisant la méthode de remontée, on obtient la solution de systéeme de départ.

On appelle pivots les nombres a;f).

En supposant que tous les pivots sont non nuls, I’algorithme d’élimination de Gauss se résume comme suit.



Algorithme : Méthode de Gauss sans pivotage

a Pivot nul : permutation de lignes

Tout ce que nous avons fait jusqu’ici suppose qu’a aucun moment on ne rencontre de pivot nul et ceci n’est pas
toujours vrai méme si la matrice est inversible, voit 'exemple ci-dessous.

Dans ce cas, il nest pas possible d’appliquer la méthode d’élimination de Gauss comme vu précédemment, et
comme l'ordre des équations composant un systeme d’équations linéaires ne joue aucun role, nous pouvons
permuter la ligne de pivot nul avec I'une des lignes suivantes, il faut bien sur permuter les seconds membres
en paralléele. On obtiendra un nouveau pivot non nul et on pourra poursuivre. Pour le choix de la ligne avec la
quelle on permutera, nous pouvons adopter I'une des stratégies suivantes :

Stratégie de pivotage partiel. Cette stratégie, appelée encore stratégie du pivot partiel, consiste a chercher

dans la sous colonne k, le plus grand pivot en valeur absolue, i.e., on cherche l'indice de la ligne [ tel que
ajk = MaXy<j<y, | a; k| . Ensuite, on permute les lignes I et k.

Stratégie de pivotage total. Dans cette stratégie, on cherche le maximum en valeur absolue dans toute la sous
matrice (4; ;)i j=k,..,, i-e., on cherche les indices de ligne I et de colonne m vérifiant a; ,, = maxy<; i<y | 4 |-
Ensuite, on permute les lignes [ et k ainsi que les colonnes m et I. A noter que cette stratégie est appelée encore
stratégie du pivot total.

Apres application de la premiére étape de la méthode de Gauss, on obtient

1 2 3
AP =lo 0 -1
0 -6 -12

On remarque qu’on ne peut pas continuer, pourtant la matrice A est inversible ! Par contre il suffit de permuter
les lignes 2 et 3 de la matrice A (ne pas oublier de faire la méme chose avec le second membre) et obtenir

1 2 3
A =lo -6 -12
0 0 -1



qui est déja une matrice triangulaire ce qui termine bien I’élimination de Gauss.

m Méthode de décomposition LU

n Définition et motivation

La méthode de décomposition LU consiste a factoriser la matrice A en un produit de deux matrices triangu-
laires

A=LU

ou L est triangulaire inférieure (lower) et U est triangulaire supérieure (upper).
Si on dispose d’une telle décomposition de la matrice A alors le systéeme Ax = b s’écrit sous la forme

LUx =b.

La solution de ce systeme s’obtient alors en résolvant successivement les deux systemes triangulaires suivants :

Ly = b
Ux = v

Cette méthode est intéressante dans le cas ou on a a résoudre plusieurs équations Ax = b; car la décomposition
A = LU est effectuée une fois pour toute. C’est en fait I'algorithme de I’élimination de Gauss dans le cas ou on
ne permute jamais. On appelle sous matrice diagonale d’ordre k de la matrice A € M,,(IR), la matrice définie
par:
ain cee e A1k
AF =
Akl -er eee Akk

Le résultat suivant donne une condition suffisante sur la matrice A pour qu’il n’y ait pas de permutation au
cours de la méthode d’élimination de Gauss.

Soit A une matrice dont toutes les sous-matrices diagonales sont inversibles. Il existe un unique
couple de matrices (L, U), avec U triangulaire supérieure, et L triangulaire inférieure a diagonale
unité tel que

A=LU

a Calcul direct de la décompostion LU

Rappelons la présentation classique de l'algorithme de Doolittle. On oublie I'algorithme d’élimination de
Gauss, pour chercher directement une décomposition LU de A. Pour assurer 'unicité de la décomposition,
nous demandons que la diagonale de L soit unitaire (/;; =1, i=1,...,n).

Traitons un exemple, soit la matrice

2 1 =2
A=|4 5 -3
-2 5 3
On cherche deux matrices
1 0 O X X X
L=|x 1 0 et U=|10 x x
x x 1 0 0 x

telle que A=LU.

* On identifie la premiére ligne de A et la premiere ligne de LU, cela permet d’obtenir la premiere ligne
de U:
0 0y(2 1 -2 2 1 -2
0|0 x x|=]14 5 -3

1
LU=|x 1
x x 1)J\0 0 x) \-2 5 3



* On identifie la premiere colonne de A avec la premiere colonne de LU, cela permet d’obtenir la premiere

colonne de L :
1 0 0\(2 1 -2 2 1 =2
2 1 0] {0 X X ] = [ 4 5 —3]
-1 x 1){0 0 x -2 5 3

* On identifie la deuxieme ligne de A avec la deuxieme ligne de LU, cela permet d’obtenir la deuxiéme

ligne de U :
1 0 0y(2 1 -2 2 1 =2
2 1 0|0 3 1|=14 5 -3
-1 x 1J{0 0 «x -2 5 3

* Onidentifie la deuxieme colonne de A avec la deuxiéme colonne de LU, cela permet d’obtenir la deuxiéme

colonne de L :
1 0 0)(2 1 -2 2 1 =2
2 1 0|10 3 1|=|4 5 -3

LU =

LU =

LU =
-1 2 1)\0 0 x) \-2 5 3

* On identifie la troisieme ligne de A avec la troisieme ligne de LU, cela permet d’obtenir la troisieme ligne

de U :
1 0 0y(2 1 -2 2 1 =2
2 1 0|0 3 1]|=14 5 -3

-1 2 1)\0 0 -1 -2 5 3

LU =

Une autre méthode consiste a calculer toujours explicitement une décomposition LU de la matrice A, mais
cette fois-ci c’est la diagonale de U qui est formée de 1. Cette méthode conduit a ’algorithme de Crout.

a Algorithme de Doolittle

En écrivant A = LU et en se souvenant que les matrice L et U sont triangulaires et que les termes diagonaux
de L valent 1, on obtient
i-1 i-1
Ai = LiU = €i,k Uk + Ui — Ui = Ai - Zgi,k Uk
k=1 k=1

Nous voyons que pour calculer les éléments de la ieme ligne de U, Uj, il nous faut connaitre préalablement les
éléments des lignes 1 a i —1 de U ainsi que les éléments des colonnes 1 a i —1 de L. On peut remarquer de plus
que, pratiquement, on ne calculera que les termes u; ; pour j compris entre i et 71, puisque les autres termes de
la ligne sont connus car nuls. De maniere similaire on a :
i-1 1 i-1
A;=LU; = Z”k,iLk +uli = L= ;(Ai - uk,iLk)
k=1 v k=1
Nous voyons que, pour calculer les éléments de la iéme colonne de L, L;, il nous faut connaitre préalablement
les éléments des lignes 1 a i de U ainsi que les éléments des colonnes 1 a i —1 de L. On peut remarquer de plus
que, pratiquement, on ne calculera que les termes /; ; pour j compris entre i + 1 et n, puisque on sait déja que
l;i i =1 et que les autres termes de la colonne sont nuls.
Nous allons donc calculer :

¢ la premiére ligne de U, puis la premiere colonne de L,
* la deuxieme ligne de U, puis la deuxiéme colonne de L, ...

e et ainsi de suite.



Algorithme de Doolittle

m Décomposition de Cholesky

n Existence

Une matrice A € M,,(IR) est dite définie positive si pour tout x € R,, et x # 0, on a

<Ax,x>> 0.

Si A est une matrice définie positive alors on peut lui appliquer la factorisation LU. En effet,
Ax=0=2<Ax,x>=0=>x=0,

donc A est inversible, et en prenant x; = 0 pour i > k, on trouve que AX est définie positive pour tout k.

Si A est une matrice symétrique définie positive, alors elle admet une unique factorisation sous
la forme
A=BBT,

ou B est une matrice triangulaire inférieure dont tous les éléments diagonaux sont positifs.

a Algorithme de Cholesky

On cherche une décomposition de la matrice A du systéme, de la forme A = BBT, ot B est une matrice trian-
gulaire inférieure dont les termes diagonaux sont positifs ( BT désigne sa transposée). On désigne par B; et B;
la ieme ligne et la ieme colonne de B respectivement. On obtient cette décomposition par identification :

api = By(BT), = b%,v

puisque by ; doit étre positif, alors

by =+fai
_ . 1 —
A, =B(B"), =b,,B, =B, = b_lAl’

,

ce qui permet de déterminer la premiére colonne de B.
De facon similaire on définit la deuxieme colonne de B :

2 a2
azp =bj | +bj,.

_ 2
by =220 -

_ _ . 1 _
Ay =B(BT); =by,B, +by,B, = B) = E(AZ ~by1By).

puisque b, , doit étre positif, on a



ce qui termine de déterminer la deuxiéme colonne de B. De fagon générale, lorsque l'on a déterminé les j — 1
premiéres colonnes de B, on écrit :

j j-1
- _np.pT _ 2 2 _ 2
4jj = B]Bj - ij,k = bj,j =4jj berk'
k=1 k=1

Puisque bj ; doit étre positif, on a

j j-1
—~ —  ~ 1 —~ —
BT
A]' = B(B )] = ij,kBk = Bj = b_(A] - ij,kBk)-
k=1 Iz k=1
ce qui termine de déterminer la j éme colonne de B. On déterminera successivement les colonnes 1,2,...,n-1,
puis on terminera par le calcul de

Comme dans la factorisation de Doolittle, dans chaque colonne j on ne calcule que les termes b;; pour i
supérieurs ou égal a j, puisque les autres termes de cette colonne sont connus car nuls. On a donc l'algorithme :

Décomposition Cholesky




m E Résoudre par la méthode de Gauss le
systeme linéaire suivant :

X1 —3xp —Xx3 =2
X1 +Xp +2x4 =3

Xy  —X3 =1
2x1  +xp x4 =0

@ La matrice associée au systéme pré-
cédent admet-elle une décomposition
LU?

@ Résoudre par la méthode de Gauss avec
stratégie de pivotage partiel le systéme
linéaire suivant :

2x1 +4x, —4x3 +x4 =0
3xy +6x, +x3 —2x4 =-7
X1 +Xp +2x3 +3x4 =4
X1 4xp —4dxz t+xy =2

E La matrice associée au systéme pré-
cédent admet-elle une décomposition
LU?

m E] Réaliser la décomposition LU de la ma-

trice :
-1 1 -3 0
1 1 3 8
-2 2 -5 -1
3 1 8 13

@ En déduire la solution du systeme li-
néaire Ax = b avec b = (0,2,-1,5)".

[3] Sans calculer A2, résoudre le systéme
linéaire A%x = b.

Travaux dirigés

m On pose

A=

2 1 3

-4 1 -4 ]

-2 2 4

E] Donner la décomposition LU de la ma-
trice A (i.e. A = LU avec L triangu-
laire inférieure et U triangulaire supé-
rieure).

@ a. Expliquer comment on peut cal-
culer le déterminant d’'une ma-
trice A d’ordre n a partir de sa fac-
torisation LU.

b. Appliquer cette méthode a la ma-
trice A.

@ En déduire la solution du systéeme li-
néaire Ax =bou b =(0,1,2)".

[4] Soit B = U'AL'. Sans calculs supplé-
mentaires, donner une décomposition
LU de la matrice B.



Corrigés des exercices

Exercice 01
Elimination de Gauss

X1 —3X2 —X3 =
—X1 +X) +2X4 =
X —X3 =
2X1 +X) —X4 =0
X1 —3X2 —X3 =7
=25¢ =3¢ +2x =05
PAN 2 3 4
X2 —X3 =3l
7X2 +2X3 —X4 =4
X1 —3X2 —X3 =2
—2x, —x3 +2x4 =5
= 3 _7
7X3 +X4 =3
—5X3 +6xg = %
X1 —3X2 —X3 =)
—ZXZ —X3 +ZX4 =5
< 3 _7
—EX3 +X4 =7
+5x, =10
X1 =1
X =]
PN 2
X3 = -1
X4 =2.

Oui, car on a effectuer I’élimination de Gauss
sans aucun changement du pivot. Appliquer l’al-
gorithme de Doolittle et vous trouverez :

1 0 0 O 1 -3 -1 0
-1 1 0 0 0 -2 -1 2
= 0 _% 1 0 et U 0 0 _% 1
_% 1 1 0 0 0 5
Elimination de Gauss :
2X1 +4X2 —4X3 +X4 =0
3X1 +6X2 +X3 —ZX4 =-7
—X1 +X) +2X3 +3X4 =4
X1 t+xp —4xz +xy =2
3x; +6x, +x3 —2x4 =-7
- 2X1 +4XZ —4X3 +Xy4 =0
—-X1  +XxXp +2x3 +3x4 =4
X1 +X7 —4X3 +X4 =2
3X1 +6X2 +X3 —2X4 =-7
- —%x3 +%X4 = 13—4
Oy g hm, =1
2 33 34 3
%) —§x3 +%X4 = 13—3

3X1 +6XZ +X3 —2X4 =-7
7 7 _5
P +3X2 +§X3 +§X4 =3
14 7 _ 14
—?X?, +§X4 =3
13 5 _ 13
—X3 —TX3 +§X4 =3
3X1 +6X2 +X3 —2X4 =-7
+3X2 +%X3 +%X4 = %
< _la L7, _ 14
332 ° 232 ! ~ 434
—WX3 +Tx4 =73
3X1 +6XZ +X3 —2X4 =-7
+3X2 +%X3 +%X4 = %
< 14 7 _ 14
—?X?, +§X4 =3
2 _ 4
+§X4 =3
X1 =1
X, =-1
PN 2
X3 =0
X4 = 2.

La matrice associée au systéeme (notée par A) n’ad-
met pas la décomposition LU (car, on a trouvé un
pivot nul, lors de la résolution du systeme par la
méthode de Gauss).

Exercice 02

Soit

-1 1 -3 0
1 1 3 8
A= =2 2 =5 =l
3 1 8 13

Il faut tout d’abord calculer les déterminants des
sous matrices de A que vous allez trouver non
nuls, vous déduisez donc que A admet une décom-
position LU et puis vous appliquez l'algorithme
de Doolittle pour trouvez que :

11 =3 0 1 0 0
0 2 0 8 110
U= o 0 1 1| ¢ L=] 2 o 1
0 0 0 -4 3 2 -1

= 2 @ @



Ax=b & LUx=b & {Ly:b,
Ux=vy
D’une part,
Y1 = 0
_ = 2
Ly b PN V1 +¥2
29 93 = -1
-3y1 +2¥2 -y3 +ya = O
n = 0
= 2
= Y2
v = -1
v = 0
D’autre part,
-X7 +xp —3x3 = 0
2 = 2
Ux = v P X7 +8X4
X3 —Xy4 = -1
—4X4 = 0
X1 = 4
- X = 1
X3 = -1
X4 = 0

A’x=b o AAx=b

X
o {Ay:b, (déja trouvée)
Ax =7.
et
_ _ Lz =y,
Ax=y & LUx=y & {Ux:z.

Exercice 03

Apres l'application de l’algorithme de Doolittle, en
déduit que :
0
0 |.
1

a. Si A est décomposée en LU (i.e. A = LU avec
L triangulaire inférieure et U triangulaire su-
périeure). Alors,

U=

2 1 3 1 0
0 3 2 et L=l =2 1
0 0 5 1 1

Solution de Ax = b avec b = (0,1,2)".

det(A) = det(L) det(U)
= [l_lfz‘i][]_[ ”ii]r
i=1 i=1

car L et U sont des matrices triangulaires.

det(A) = det(L)det(U)
:(1><1><1)(2><3><5)
= 30.

Ax=b o LUx=b o {Ly:by

On trouve comme solution : x = (—%, %, % .

B=U'AL'= U'L UL' =L'U".
——— ——
L’ U’
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Méthodes itératives pour la
résolution des systemes
linéaires

n Généralités

On considére un systéme d’équations linéaires d’ordre n de la forme
dx="b (2.1)

ou &/ est une matrice inversible de coefficients (4;j)1<; j<, donnés et b un vecteur de composantes (b;)1<j<n
données.
Les méthodes itératives pour résoudre (2.1) consistent a construire une suite de vecteurs 20, x1,.. ., x" telle que

lim |Jx—x"||e = 0.
n—+o0o
ol ||.|| désigne la norme infinie dans IR” définie par

llallo = max |a;| avec a=(ay,a,,...,a,).
1<i<n

Pour trouver cette suite on décompose <7 en une différence de deux matrices #" et .Z c’est-a-dire
A =H - M.

Alors (2.1) s’écrit
Hx=Mx+b

soit encore

x=H""Mx+ "D
Cette derniére égalité nous suggere la méthode itérative suivante

O On se donne un vecteur x° quelconque.

3 Pourn=0,1,2,..., on calcule

Py e ey . (2.2)

La matrice # ~!.# est dite matrice de la méthode itérative. Dans le cas pratique, pour calculer x"*! a partir de

x" nous commencons par calculer le vecteur a = .Zx" + b puis nous résolvons le systéme % x = a. Ce systeme
doit étre plus facile a résoudre que le systéeme (2.1) ce qui est le cas si .%” est diagonale ou triangulaire.

On dit que la méthode itérative (2.1) est convergente si et seulement si pour tout vecteur de
départ x° on a
lim [[x-x"||=0.
n—+o00

Si 2 est une matrice de valeurs propres Ay, A;,...,A,. On appelle le rayon spectral de % la
quantité
p(%) = max |A; (2.3)

1<j<n

ou |A;] est le module de A;.



Nous donnons sans dA©monstration le rA©sultats suivant :

La méthode itérative (2.1) converge & p(# ~'.#) <1

m Méthode de Jacobi

Cette méthode consiste a poser
H =9 et M=FE+F

ou
[ 2 est la matrice diagonale (a;;)1<j<-
O £ la matrice formée des €éléments sous-diagonaux (-a;;)1<j<i<n-
U 7 la matrice formée des éléments sur-diagonaux (—a;j)1<i<j<n-

On a bien & = % — . # = 9 — E— F. D’autre part, puisque

=g = diag(i,... L)

ar ' Ann
alors d’apres (2.1)

n

1 .
x?H =— —Zai]-x;-“rbi , 1<i<n.
arl —
j=1
j#i

La matrice ¢ définie par ¢ = % ~\.#/ = 71 (E + F) est appelée matrice de Jacobi.

Soit @ = (a;j)1<i j<n Une matrice d’ordre n. On dit que </ est a diagonale strictement dominante si
et seulement si

n

Vie{1,2,...,n} |aii|>Z|aij|
j=1
j#i

Si &/ est une matrice a diagonale strictement dominante alors la méthode de Jacobi pour la
résolution de .#/x = b converge.

Démonstration. On a besoin du lemme suivant.
m Soit # = (bjj)1<i,j<1 une matrice d’ordre 1 alors on a
p(B) <1l =%l <1

ou

|Blco = maxy<icn Yjy [ijl.

La matrice </ est a diagonale strictement dominante alors |a;;| > Z;’Zl la;;|, donc la méthode est bien définie
j=i

puisque a;; > 0. D’autre part les coefficients de la matrice de Jacobi # = %~(E + ) sont donnés par

) i#j
= aij’
i { 0, i=j.



D’ou

1<i<n £

171l = max ) |7
=1

1 n
= max — Z|ai]-| <1.
1<i<n |aii| C
j=1
j#i

D’apres le Lemme précédent on déduit que p(_#) <1 et par conséquent la méthode de Jacobi converge. O

m On considere la matrice .o/ et le vecteur b définis par

10 -1 0 1
-1 10 -1 et b=| 1
0 -1 10 1

Alors d’apres les définitions des matrices Z,Z et ¥ on a

10 0 O 0 0 O
0 10 0 |, =1 0 O
0 1 0

0 0 10

o =

@: , j-—:

S O =

o = O
~——————

Puisque les coefficients de la matrice . vérifient

|a11| =10 >|—1|+0,
lazs| =10 >[=1]+|-1],
|a33| =10 >|— 1|+ 0.
Alors on déduit que &7 est a diagonale strictement dominante donc la méthode de Jacobi converge. Pour le

vecteur de départ x° = (0,0,0)” en utilisant la formule (2.1) on obtient

1 1 1)\F
xlz(—,—,—), x?=(0.11,0.12,0.11)7, x*>=(0.112,0.122,0.112).
10°10° 10

On observe que ces vecteurs sont proches de la solution exacte du systéme donnée par x = (0.1111,0.1111,0.1111)T.

m On choisit dans cet exemple

1 -2 2 1
o= -1 1 -1 et b=| 0
-2 -2 1 3

On voit que ./ n'est pas a diagonale strictement dominante. Alors on cherche les valeurs propres de la matrice

L ou
1 00 0 2 -2
#7'=10 1 0 et #=|1 0 1
0 0 2 2

1 0

Puisque # ~'.#/ = .# alors on doit résoudre 1’équation

det(.# - AI)=0.
Plus précisément on a
-1 2 =2
-1 1 2 =2 2 =2
1 -1 1 :—A' ‘-‘ +2 ':-A?
s 2 1 2 -2 2 -2 -1 1

Alors on a p(# ') = 0 < 1 par suite la méthode est convergente.



m Méthode de Gauss-Seidel

Cette méthode est obtenue en choisissant

\H=9-% et M=7

L'égalité (2.1) peut d’écrire
(2 —E)x" = 7x" +b. (2.4)

On vérifie sans difficulté que la relation (2.4) écrite composante par composante devient
xn+1_i b, — aiixt — a-'x"H
e ij%j ij%j |
" j>i i>j

La matrice G = # 1.4 = (2 - E)"' F est appelée matrice de Gauss-Seidel.

Si &/ est une matrice a diagonale strictement dominante alors la méthode de Gauss-Seidel pour
la résolution de .&7x = b converge.

Démonstration. <f est a diagonale strictement dominante d’ou 4;; # 0 Vi ce qui rend la méthode bien définie.
Soit G = (2 — E)~' ¥ la matrice de Gauss-Seidel. Raisonnons par absurde et supposons qu’il existe une valeur
propre A de G avec |A| > 1. On a d’une part I'existence d’un vecteur propre u = 0 tel que

(@—‘E)_IT:)\u(:)%Tu:(Q—f)u
:»((g—z)—%f)u 0 (2.5)
@det(@—z—%f):o
et d’autre part les composantes de la matrice ¥ - - %,‘F sont
R E

et par conséquent puisque <7 est a diagonale strictement dominante et || > 1 alors

n
la;;| > Z|ﬂij| =Z|ﬂi]’| + Z|ﬂij|
j=1

j<i j>i
j=i
611‘]'
SN
: ‘l il —| A
j<i j>i

On en déduit que ¥ — E - % F est a diagonale strictement dominante donc inversible ce qui implique que
det(@ - E-— %T) # 0 ce qui est en contradiction avec la 3™ ligne de (2.5). En conclusion on ne peut pas avoir

une valeur propre A telle que |1 > 1| donc nécessairement p(¢) < 1 et par suite la méthode de Gauss-Seidel
converge. 0

On reconsidere le premier exemple donné dans le section précédente. Pour cet 'exemple la mé-
thode de Gauss-Seidel converge car A est a diagonale strictement dominante etona &/ = % —.# =

(2 - E)— F avec
10 0 O 0 1 0
%:[—1 10 0] et //l:[O 0 1].
0 -1 10 0 0 O

Si on choisit x° = (0,0,0) en utilisant la formule (2.1) on obtient

x'=(0.1,0.11,0.111)7, x?>=(0.111,0.1222,0.1122)" .



On reconsidere le méme systeme linéaire dans le deuxieme exemple de la section précédente.
Pour la méthode de Gauss-Seidel on a

0 2 -2

00 1 |

0 0 O

0 2 -2
0 2 -1 |

0 8 -6

©

1 0 0
H =9-E=| -1 1 et M=F =
-2 =2

—_

Alors il est facile de vérifier que

1 00
(@—f)‘lz(l 1 0| et (2-%)!
4 21

La matrice de Gauss-Seidel est définie par G = (Z — ‘E)_ljf etona
det(G—AZ) = -A(A? + 41 —4).
Les valeurs propres de G sont données par
A1=0, 1,=0.8284, A;=-4.8284.

D’out on déduit que p(G) ~ 4.82 > 1 donc la méthode ne converge pas.

m Méthode de relaxation

La méthode de relaxation est un cas général de la méthode de Gauss-Seidel. Elle correspond aux choix

%:%:%—E et ///:///wzl—“’_%gr

ou w € R*. Pour w =1 on trouve la méthode de Gauss-Seidel. L'égalité (2.1) peut s’écrire

(2—£)x”+1 :(1_—‘”@+T)x”+b (2.6)
w

@

ce qui est équivalent a

a; .
n+1 1 a)x—a)§ ]n E ]n+1 z, 1<i<n.
aij ajj

j>i j<i

On va chercher des valeurs de w pour lesquelles la méthode de relaxation converge. La matrice de la méthode
est

oum(2o) (52

w
= () -w?) (1 -w)I)+ 0%
oul=9'Eet =97 7.

La méthode de relaxation diverge pour tout w € R\ [0, 2].

Démonstration. On a

det(G,,) =det[((I) - w.Z) " ]det[(1 — w)(I) + 0% ]

Alors pour w <0 ou w > 1 on aura p(G,,) > 1 donc la méthode diverge. O



Soit &/ une matrice symétrique. .o est dite définie positive si et seulement si l’'une des propriétés
suivantes sont satisfaites :

d VxeR", x=0onax!ox>0.

O Toutes les valeurs propres de &7 sont réelles et > 0.

Soit .o/ une matrice symétrique définie positive. Alors la méthode de relaxation pour la résolution
de &7x = b converge si w €]0, 2[.

Démonstration. On a besoin du lemme suivant.

m Soit &/ une matrice symétrique définie positive décomposée en &/ = 4] — .4, ou 4] est inver-
sible. Supposons que la matrice ,/VlT + 45 est symétrique définie positive alors p(Jt/l'lai/z) <1
Autrement dit la méthode itérative de matrice .#;~!.45 est convergente.

On pose maintenant

1 1-
M=—D-F et Jl/zz—w_@+7.
@ w
La matrice Z est définie positive car o7 I’est. Un calcul simple donne

J1/1T+J1/2:2_—w@—ZT+7:2_Tw@. (carzT = )
w

Par conséquent </1/1T+(/V2 est symétrique définie positivee= w €0, 2[. Donc en utilisant le Lemme IV on conclut
que p(#;"'45) < 1. Donc la méthode de relaxation converge. O

m On reprend la matrice A donnée par

10 -1 O
o =] -1 10 -1
0 -1 10

Les valeurs propres sont
A =10+V2, 1,=10, A;=10-V2.

Alors puisque &7 est symétrique définie positive, la méthode de relaxation converge pour w €0, 2[.

Vitesse de convergence d’une méthode itérative

On peut caractériser la convergence d’'une méthode itérative par la vitesse avec laquelle I’erreur tend vers 0. I1
est démontré qu'une méthode itérative est d’autant plus rapide a converger que le rayon spectral de sa matrice
d’itération est plus petit i.e. Si nous avons deux méthodes itératives convergentes dont les matrices d’itération
vérifient p(B) < p(B), alors la méthode de matrice B est plus rapide que celle de matrice B.

I est possible, dans certains cas, de faire une analyse du rayon spectral p(G,,) en fonction de w et de montrer
qu’il existe un nombre w,; tel que p(G,,, ,) < p(G,) pour tout w différent de w,p;. Plus précisément, nous avons
le résultat suivant.

Wopt

Si .o/ est une matrice tridiagonale définie positive, alors la méthode de Jacobi et la méthode de
relaxation sont convergentes lorsque 0 < w < 2. De plus , il existe un et un seul parametre de
relaxation optimal w,,; égal a
2

ou p(_#) est le rayon spectral de la matrice # de la méthode de Jacobi.

(2.7)



m Soit &/ est une matrice symétrique définie
positive.

E] Montrer que la méthode de Gauss-Seidel
pour la résolution du systéeme «/x = b est
convergente.

@ Application : Etudier la convergence de
la méthode de Gauss-Seidel (pour la ré-
solution du systeme 7x = b) lorsque

1 0
o =1 1.
0 1

m On veut résoudre le systeme linéaire &/x = b
ou </ et b sont définis par

| 1)

E] Vérifier que o/ est symétrique définie
positive.

S = O

2 -1

”:[—1 2

@ Effectuer deux itérations pour les mé-
thodes de Jacobi et Gauss-Seidel en par-
tant de x% = [%,2]T.

@ Quelle est la méthode qui converge plus
rapidement?

m E Calculer dans chacun des cas suivants le
rayon spectral de la matrice de la mé-
thode de Jacobi et le rayon spectral de
la matrice de la méthode de Gauss-Seidel
pour la résolution du systéme &/x =b

1 2 -2 2 -1 1
og=(1 1 1 |ete/=| 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2

@ Que peut-on déduire?.

]_

Travaux dirigés

m On consideére la matrice &7 et le vecteur b sui-

vants
1
et b=| 2 |.
3

E Pour quelles valeurs de @ la matrice ./
est définie positive?

@ Pour quelles valeurs de a la méthode de
Jacobi pour la résolution approchée du
systeme .o/ x = b est-elle convergente ?

@ Soit a = % En partant de x% =0, O,O]T.
Calculer trois itérations de la méthode
de Jacobi.

m Soita € R et

1 a a
g =a 1 a
a a 1

E Montrer que &/ est symétrique définie
positive si et seulement si —% <a<l.

@ Montrer que la méthode de Jacobi
converge si et seulement si —% <a< %



Corrigés des exercices

Exercice 02

2 -1

7 _( -1 2

D’une part, il est facile de voir que o/ est symé-
trique. D’autre part, on a

2-1 -1

det(xz{—/\f):’ B

‘:(2—/\)2—1.

Les valeurs propres de ./ sont donc réelles et posi-
tives données par A =1 et A = 3. Par conséquence
&/ est bien symétrique définie positive.

Schéma itératif de Jacobi :

x0 = [%.5,2]?
x(n+l) Zaijx;n))’

i _(bi -
j#i

i=1,2.n>0.

Aii

Pour n = 0, on trouve

A =la+xY)=L1+2)=1.50
M1 1(1+1.5)=1.25

A =L+ =11 +1.25)=1.125
= 11+xY)=1(1+1.5)=1.250

Schéma itératif de Gauss-Seidel :

x0 = [11.5,2]T,
x(n+l) _(bi _ Zaijx;n) .

i
a::
i S

Y ™), =12,

j<i

Pour n = 0, on trouve

5(1+1.25)=1.125
(1+x%) = 1(3+1.25) = 1.0625

c. La solution exacte du systeme &/x = b est x =
(1,1)T. Alors, on remarque que la suite de Gauss-
Seidel converge plus rapidement que celle de Ja-
cobi.

Exercice 03

1 2 -2
=1 1 1
2 2 1

Le schéma de Jacobi: La matrice de Jacobi est

donnée par
0 -2 2
-1 0 -1
-2 -2 0

Le polyndme caractéristique de _# est

P yA)=det( f -AI)=--=-1°.

On en déduit que le rayon spectral p(_#) = 0. Par
conséquence, la méthode de Jacobi converge pour
cette matrice.

Le schéma de Gauss-Seidel : apres calcul,
trouve que la matrice de Gauss-Seidel est

on

0 -2 2
v=(2-&'Z=[0 2 3
0o 0 2

et que le polyndme caractéristique est
Py(A)=det(G—AF)=---=-A(A-2)%

Donc le rayon spectrale p(¢) = 2. Par consé-
quence, la méthode de Gauss-Seidel diverge pour
cette matrice.

En bref, dans le cas de la deuxiéme matrice

2 -1 1
og=12 2 2

-1 -1 2

on trouve que le rayon spectrale associé a la ma-

trice de jacobi est donné par p(_¢) = g =1.11>1

et on déduit que la méthode de Jacobi diverge.
Tandis que pour la méthode de Gauss-Seidel on
trouve que p(¥) = 1. ce qui implique que la mé-
thode de Gauss-Seidel converge pour cette ma-
trice.

On déduit que la convergence de la méthode de
Gauss-Seidel n’implique pas celle de la méthode
de Jacobi et vice versa. Cependant, dans le cas ou
on a la convergence des deux méthodes a priori la
méthode de Gauss-Seidel est la plus rapide.

Exercice 04




La matrice &/ est symétrique pour toute valeur de
a. Calculons les valeurs propres de o7. Aprés un
calcul simple de déterminant, on trouve
PyA)=det(A-AI)=---=—(A-1)(A-1-a)(A-1+

alors Ay =1, A, =1+a, A3 =1—a sont les valeurs
propres de .27. Par conséquence 7 est définie po-
sitive si et seulement si

|

autrement dit si et seulement si -1 <a < 1.

La matrice de Jacobi est donnée par

/\2:1+(X>0
/\3:1—0(>0

0 —-a O
I=9E+F)=|-a 0 0
0 0 0

Les valeurs propres de cette matrice sont A; =
0, A\ =a, A3 = —a, ce qui implique que p(_#) =|
a |. Alors, la méthode de Jacobi convergera si | « [<
l.ie,-1<a<l.

a faire d’une facon similaire a celles des exercices
précédents.

Exercice 05

o/ est bien symétrique. Déterminons ces valeurs
propres :

PN =det(f-A.I) = - = (1-a)=A)2((1+2a)-A).

=
—

Ainsi les valeurs propres de &7 sont

|

D’ou o/ est symétrique définie positive si et seule-
mentsi_—zl<a<l.

/\1:1—ﬂ
/\2:1+2[1

(valeur propre double)

Déterminons la matrice de Jacobi. Il est facile de

voir que
0 —a -a
7 :@‘1(£+35): —-a 0 -a
—-a —a 0
Apres calcul on trouve
P g(N)=det(f -AI)=---=(A-a)*(A-2a).

Ainsi p(_#) =| 2a |, par conséquence la méthode de
Jacobi converge si et seulement si | 2a < 1, i.e., si

1 1 /x s s )7 .
—5 <a<3.(acorrigé dans I’énoncé).
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Résolution d’equations
non-linéaires

Etant donnée une fonction f : ID — R continue sur ID C R, on s’intéresse dans ce chapitre au probléeme de
recherche d’une solution (ou des solutions) de I’équation f(x) = 0. Lorsqu’elle existe, cette solution notée «, est
dite zéro de la fonction f. Les méthodes numériques pour approcher & consistent a construire a partir d'une
solution initiale xy, une suite x1,x,,X3,...,X,,..., telle que

lim x,=a, ou a satisfait f(a)=0.
n—+oo

Dans ce cas, on dit alors que la méthode est convergente. De plus, nous adopterons la définition suivante :

Soit p un entier positif. On dit qu’une méthode convergente est d’ordre p s’il existe une constante
c telle que
I(X B xn+1| = CIO‘ - xnlp-

< Sip=1etc<1 on parle de convergence linéaire.
<> Sip =2 on parle de convergence quadratique.

<> Sip =3 on parle de convergence cubique.

u Méthode du point fixe

Une méthode de point fixe pour résoudre numériquement f(x) = 0 consiste dans une premiere phase, a trans-
former le probléme f(x) = 0 en un probléme équivalent (admettant les mémes solutions) du type

x=gx)
Clairement, il existe une infinité de manieres pour opérer cette transformation. Par exemple on peut poser

g(x)=x—-Af(x) avec AeR, A=0.

On dit que a est un point fixe de g si g(@) = a c’est-a-dire, I'image de a par g est lui-méme.

Par exemple, le point 0 est un point fixe de g(x) = sin(x) car sin(0) = 0.

Supposons que «a € R est un zéro de f ou, de fagon équivalente, un point fixe de g. Alors une méthode de point
fixe consiste a :
O Evaluer une approximation x, du point fixe a de g;

O Calculer successivement x,,,; = g(x,), n=0,1,2,...

Naturellement toute méthode de point fixe n’est pas forcement convergente. Par contre, si elle converge, c’est-
a-dire si la suite (x,,) a une limite que nous notons « et si g est continue, alors cette limite « est nécessairement
un point fixe de g puisque
a= lim x,,; = lim g(x,) =g(a). (3.1)
n—+oo n—+oco




Soit g : [a,b] — R une fonction et k un réel vérifiant 0 < k < 1. On dit que g est contractante sur
[a,b] si:
8(x) ~gW) <klx—yl, Vx,yelab] (3.2)

Dans ce cas le réel k est appelé rapport de contraction.

Soit g : [a,b] — IR une fonction de classe C! sur [a,b]. S'il existe 0 < k < 1 tel que Vx €]a,b[ on a
|g’(x)| < k alors g est contractante de rapport de contraction k.

Démonstration. On applique le théoréme des accroissement finis sur I'intervalle [x,y], alors il existe z €]x, y[
tel que

g(x)-g(y) = (x-)g’(2).
Ce qui implique que
lg(x) - gl = Ix = plIg"(2) < klx - yl.

D’ou le résultat. O

Soit I = [4,b] un intervalle fermé de R et ¢ : I — R une fonction donnée qui satisfait les deux
propriétés suivantes :

[d g est contractante sur I de rapport k < 1.
O g(I) C I, c’est-a-dire pour tout x € on a g(x) € I.

Alors g a un seul point fixe a dans I et, pour tout x, € I, la suite (x,,) donnée par

X1 = 8(xn), n=0,1,2,..., (3.3)
converge vers «. De plus la convergence est linéaire et on a I’estimation d’erreur suivante :
le
VnelN", |a-—x,|< Tk g — xg. (3.4)

Démonstration. Procédant par récurrence sur n. Pour n =1, on a d’apres (3.2)

la —x1| = |g(a) — g(xo)| < kla — x|
< k(la —xp |+ |x1 —xol)

Par conséquent |a —x1| < 1L_k|x1 —xo| donc I'inégalité est vrai pour n = 1. Supposons que le résultat est vrai pour
n. Alors on a

|6¥ _xn+l| = |g(a)_g(xn)| < klO( _xnl
kn+1

<
T 1-k

X1 = xol.

Finalement, on déduit que I'inégalité (3.4) est vrai pour tout n € IN*. D’autre part, puisque 0 < k < 1 alors
k" — 0 quand n tend vers l'infini. D’ot d’apres (3.4) lim,,_,,, x,, = a. Puisque g est continue, alors a est un
point fixe de g (voir (3.1)). La convergence est linéaire (Définition 3) car pour tout n :

la —x,41] = |g(a) - g(xn)l < klar = x,.
De plus «a est le seul point fixe de g dans I car si nous supposons qu’il y en a un autre dans I noté  nous avons

la—pl=Ig(a)-g(B)| < kla— B| qui implique que B = a (puisque k est plus petit que 1). Nous avons donc montré
le théoreme. O



Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un autre théoréeme de convergence sur les méthodes de point
fixe.

Supposons g : R — R une fois continiment dérivable et soit @ un point fixe de g, i.e. a = g(a).
Si |g(a)| < 1, alors il existe € > 0 tel que si x satisfait |a — xo| < ¢, alors la suite donnée par

X1 =Q(xy), n=0,1,2,...,

converge vers a lorsque n tend vers I'infini. De plus la convergence est linéaire.

Un réel v est une valeur approchée de o avec une précision ¢ si |a —v| < e.

Une fois que la fonction g vérifiant les conditions du théoreme du point fixe est déterminée, on peut utiliser
l'algorithme suivant pour construire les itérés de la suite (x,,). Pour que la suite donne une solution approchée
de la solution exacte x*, il est nécessaire de choisir une solution de départ x, € [4, b].

Algorithme point fixe

L’équation f(x) = 0 peut se récrire g(x) = x avec g(x) = X(x>+1). Ona g’(x) = 3x2,d’ot1 0 < ¢’ < 0.1875 < 1 donc
g est contractante de rapport k = %. De plus g([0, %]) = [%, %] clo, %] Alors d’apres le Théoreme précédent la
fonction g a un seul point fixe dans [0, %] qu’on note « et la suite x,,,; = %(x?1 + 1) converge vers a. Si x5 =0
alors on obtient d’apres (3.4)

n n
la —x,| < LA 5 .
1@%4 161 x 52

Si on veut obtenir une précision 107> alors :
In(107%) +In($) - In(})
In(£)

alors ny = 7. Par itération de g, on obtient les valeurs suivantes :

~6.1734

Tl0>

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X
0 | 0.25 | 0.253906 | 0.254092 | 0.254101 | 0.254102 | 0.254102

n Méthode de dichotomie

Soit f : [4,b] — R une fonction continue telle que f(a)f(b) < 0 et admettant un unique zéro a € [4,b]. On pose

ag,bg) = (a,b) et xo = aotby g; xg) = 0 alors a = xg sinon, on distingue deux cas :
0,90 0 5 g

v Si f(ag)f(xg) < 0alors a €lag, xo[. On pose (ay, by) = (ag, xg).



v Si f(xg)f(by) <0 alors ¢ €]xg, by[. On pose (ay, by) = (xg, by).
Ainsi a e]al,é‘ etby—a, = Q‘;a]o - %'

On recommence avec l'intervalle [a;, b;] et son milieu x; =
Si f(x1) =0 alors x1 est un zéro de f et on s’arréte. Sinon, on distingue deux cas :

ay +b1
-

v Sif(ay)f(x1) <0alors a €lay, x;[. On pose (ay, by) = (ay, x1).

v Sif(x1)f(by) <0 alors « elelu,bl[ On pose (a;,b,) = (x1,by).

Ainsi a e]az,bz[ etby—a, = = 22 .

De proche en proche on deﬁmt trois suites (a,),>0, (0;1)n>0 €t (x,,),>0 de la manieére suivante :

(orb) = (@b), =0 (o by = | @) @S () <O

(v L\ cinAan

Méthode de dichotomie

T

La suite (x,) converge vers I'unique zéro a de f dans [a,b] et on a I'estimation d’erreur suivante :

—a
|a —xnl < v (36)
Démonstration. Comme « € [a,,b,] et x,, est le milieu de 'intervalle alors
b,—a, b-a
la =2, | < 2 mile
D’autre part, 2,,+1 — 0 quand # tend vers I'infini. D’ou hm e ]

Remarque

Algorithme dichotomie




m Reprenons ’équation de I’exemple précédent f(x) = x> —4x+1=0, x€|0, %]

Onaf(0)=1>0et f(%) = —% < 0 donc Jda 6]0,%[ tel que f(a) = 0. De plus comme f’(x) = 3x*> — 4 < 0 ce zéro
est unique. En appliquant la méthode de dichotomie pour approcher « on a obtenu les résultats suivants :

" 0 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 3 1 5 1 9 1 17 1 33
[awbu]l | [0,5] ] [2.5] | (23] | [25%] | (23] 151l | (2755
X, I 70375 | 0.3125 | 0.28125 | 0.265625 | 0.257813 | 0.253906

Si on veut obtenir une précision 107> alors :

~14.6096

c’est-a-dire ng = 15.

m Méthode de Newton

On cherche a évaluer numériquement la racine a d’une équation f(x) = 0, en supposant qu'on dispose d’une
valeur xy proche de cette racine.
L’idée est de remplacer la courbe représentative de f par sa tangente au point x :

v = f(x0)(x = x0) + f (x0)-

Si f’(xg) # 0, l'abscisse x1 du point d’intersection de cette tangente avec ’axe y = 0 est donnée par

X
Xy = xg— f /( 0)
f(x0)
On recommence avec le point (x1, f(x1)) la tangente a la courbe de f au point x; coupe I'axe des abscisses au

point x; eton a x; = x1 — J{[,((f:l)). si f’(xq) # 0. En itérant ce procéde, on construit une suite (x,,) définie par

f(xn)

Krt =% =l =012, (3.8)
n

Méthode de Newton

Nous voyons ainsi que la méthode de Newton est une méthode du point fixe pour calculer a. En effet, il suffit
de constater que si on pose
f(x)

g(x):x—m,

alors f(x) = 0 & x = g(x) et (3.8) est équivalent a x,,,; = g(x,). Supposons que f soit de classe C? et que
f’(a) # 0. La fonction g est alors de classe C! au voisinage de a et

f/0? = fOf"(x) _ f(x)f(x)

S F A




ce qui donne
g'(a)=0. (3.9)

Nous obtenons ainsi le résultat suivant.

Supposons f deux fois continiment dérivable et supposons que a soit tel que f(a)=0et f'(a) =
0. Alors il existe € > 0 tel que si x( satisfait |& — x| < ¢, la suite (x,) donnée par la méthode de
Newton (3.8) converge vers a. De plus la convergence est quadratique.

Démonstration. Nous avons observé que la méthode de Newton est une méthode de point fixe avec g(x) =

X - %, et que |¢’'(a)] < 1 en vertu de la relation (3.9). Ainsi le résultat de convergence annoncé dans ce

théoréme est une conséquence du Théoréme |. A priori la convergence est linéaire. Nous allons maintenant
démontrer que la convergence est quadratique, ceci étant une conséquence du fait que g’(«) = 0. Si nous
développons f autour du point x,, nous obtenons

"(6)

Fla) = Fln)+ £ ()@ —x,) + 112

2 (0( - xn)2

ou O appartient a I'intervalle d’extrémités « et x,. En divisant par f’(x,) et en tenant compte du fait que
f(a) =0, nous avons

o s
En utilisant (3.8) nous obtenons
B A )
IOL xn+1|— zlfl(xn)lla xnl .

11 suffit maintenant de poser
max|f”(x)|
xel

" 2min[f ()]

xel

ou I[=[a—¢a+e¢]
pour obtenir
la = 1| < Mla —x,)2. (3.10)

Cette derniére inégalité montre que la convergence est bien quadratique. O

Remarque

Algorithme de Newton




m Appliquons la méthode Newton a 'exemple f(x) = x> —4x+1=0.

On a
2x3 -1
Kn1 = i 120
3x;—4
X0 | X1 X2 X3 X4 X5

0 | 0.25 | 0.2540983607 | 0.2541016884 | 0.2541016884 | 0.2541016884

m Méthode de la sécante

Dans certaines situations, la dérivée f’ est tres compliquée ou méme impossible a expliciter. On ne peut alors
utiliser telle quelle la méthode de Newton. L'idée est de remplacer f’ par le taux d’accroissement de f sur
un petit intervalle. Supposons qu’on dispose de deux valeurs approchées x(,x; de la racine a de ’équation
f(x) =0 (fournies par un encadrement xy < a < x7).

sécante

Le taux d’accroissement de f sur I'intervalle [xg,x ] est

_ flx) = f(x)
= X1 —Xp

et I’équation de la sécante traversant le graphe de f aux points d’abscisse x et x; est

y=11(x=x1)+ f(x1).

On obtient ainsi une nouvelle approximation x, de @ en calculant I'’abscisse de I'intersection de la sécante avec
l'axe Ox :

f(xl)_

T

Xy = X1 —

On va bien entendu itérer ce procédé a partir des nouvelles valeurs approchées x; et x;, ce qui conduit a poser

W= f(xn)_f(xnfl), Xpe1 =Xn—M
Xn = Xn-1 T

La méthode est donc tout a fait analogue a celle de Newton, a ceci prés que l'on a remplacé la dérivée f’(x,) par
le taux d’accroissement 7,, de f sur 'intervalle [x,, x,_1]. On notera que 'algorithme itératif ne peut démarrer
que si on dispose deja de deux valeurs approchées xg, x; de a.

D’un point de vue théorique, la convergence de la suite (x,,) est assurée par le résultat ci-dessous, qui donne



simultanément une estimation précise pour |a —x,|.

On suppose f est de classe C? et de dérivée f’ = 0 sur I'intervalle I = [@ — &, + ¢]. On introduit
les quantités M;, m;, i = 1,2, et les réels K, h tels que

_ (i) . = min|f®
M; =max|fP(x)l,  m; =min|fP(x),

M, M, ( 1)
K==—2(1+=—), h= =)
2m1(+m1) min|r, =

Soit enfin (s,,) la suite de Fibonacci, définie par s,,1 = s, + 5,1 avec sy = s; = 1. Alors quel que
soit le choix des points initiaux xg,x; € [@ —h, & + h] distincts, on a

1
Ja = xy] < [K max(a = xol Ja = xi . (3.11)

Voici les résultats obtenus pour 'exemple des sections précédentes.

X0 X1 X) X3 X4 X5 X6
0 | 0.5 0.266667 | 0.253212 | 0.254104 | 0.254102 | 0.254102

Remarque




Travaux dirigés

it f: la foncti éfini
m Soit f : R — R la fonction définie par E] Montrer que I’équation f(x) = 0 admet

fx)=x3+x-1. une unique solution a que l'on détermi-
nera. Vérifier que a est aussi l'unique
E Montrer que ’équation f(x) = 0 admet point fixe de g.

une seule solution « telle que % <a< %.

@ Ecrire la méthode de Newton pour la re-
@ Soii @ :]g’%[_> e cherche de la solution de f(x) = 0.
1+1X2~ Montrer que f(x) = 0 & g(x) = x. @ Effectuer 4 itérations de la méthode de

Newton A partir de xq = 1.

@ Montrer que Yx G]%, %[, |g’(x)| < 0.78.

@ Quelle est le nombre d’itérations néces-

@ Montrer que la suite (x,) suivante saires pour obtenir le zéro avec 4 chiffres
COMVETEE WS @ significatifs.

Xn+l = g(xn)-

@ Donner une approximation de a de pré-
cision 107® (donner le nombre d’itéra-
tions nécessaires).

@ Donner un autre choix de la fonction g
de telle sorte que la suite x, converge
aussi.

m On considere la fonction suivante
f(x)=x—e".

E] Montrer que la fonction f admet une
unique racine « dans [0, 1].

@ Calculer les 3 premiers terms de la suite
(x,) obtenue en utilisant la méthode de
dichotomie.

@ Donner les résultats obtenus par la mé-
thode de la sécante avec xy = 0,x; = 0.5.

E] En partant de x; = 0, donner les résultats
obtenus par la méthode de Newton.

@ Comparer les différentes méthodes sa-
chant que la solution exacte est @ =
0.56714329.

m On considere les fonctions définies par

fx)=3-¢,
gx)=x+Af(x)=x+A(3-¢€") (LeR).




m Soit f la fonction définie par f(x) = e* —e.x,
Vx €R.

E] Vérifier que 1 est un zéro de f.

@a) Ecrire la méthode de Newton pour la
recherche des zéros de f.

b) Effectuer 4 itérations de la méthode de
Newton A partir de xq = 0.

c) Alaide de (x,, x3,x4) estimer la vitesse
de convergence de la méthode de New-
ton.

d) Montrer théoriquement le résultat de
la question précédente.

e) Déduire le nombre d’itérations né-
cessaires pour obtenir le zéro avec 5
chiffres significatifs.

E On considére la méthode itérative :

f(xn)

Xn+l = Xn — x )
n

Effectuer 3 itérations A partir de x; = 0.

E] Vérifier numériquement que la conver-
gence de cette méthode est au moins
quadratique.

@ Prouver que la convergence de cette mé-
thode est au moins quadratique.




Corrigés des exercices

Exercice 01

On a f(x) = x>+ x -1 est une fonction strictement
croissante sur IR, car f’(x) = 3x2+1>0,Yx € R. De
plus f(3) = -0.13 <0 et f(3) = 0.17 > 0. Alors f

admet une unique solution dans [%, %].

Ona

3

fx)=0=x"+x-1=0
= x(x*+1)=1
—_— 1 —_—

= x= =2+ 1) = g(x).

Sachant que ¢’(x) = _(Hz%)z) et en partant de

% <x< %, on arrive a encadrer g’(x) comme

On déduit que | g’(x) |< 0.78, Vx € [%, %].

d’une part, d’apres la question précédente g(x) est
contractante sur [%, %] D’autre part, comme g est
décroissante sur cet intervalle, alors

53 3 5 53
s((53))=[s(5) 5(5)] - ossorc |3 5]
par conséquence et a I’aide du théoréme du point

fixe, la suite définie par

Xg = 431’
Xne1 = §(%p)-
est convergente.

On sait que l'erreur associée a la méthode de point
fixe vérifie

— 9 _ 3
avec dans ce cas a = g et b = 7. Alors pour ap-

procher a avec une précision de 107°, il suffit de
choisir n telle que

ba g
2n+1

ce qui est équivalent a choisir # telle que

s 6log(10)+1log(b—a)
log(2)

puisque 7 est un entier alors n = 16 est bien la va-
leur cherchée.

=1

Exercice 02

f(x)=x—e*sur[0,1]

Ona f(0)=-1<0et f(1)=1-¢"! > 0. De plus,
f'(x) =1+¢e™* >0 pour tout x € [0,1], ainsi f est
strictement croissante sur [0, 1]. Donc f admet un
unique zéro a.

En appliquant la méthode de dichotomie sur I'in-
tervalle [0, 1], on obtient

n 0 1 2 3 4

x, | 0.5000 | 0.7500 | 0.6250 | 0.5625 | 0.5938

La suite (x,), obtenue par la méthode de la sé-
cante est donnée par :

(xn —Xn-1 )f(xn)

X =X, — , xg=0etx; =0.5.
T ) = fen) Y !
on obtient :
n 0 1 2 3 4
X, | 0 | 0.5000 | 0.5596 | 0.5670 | 0.5671

la suite (x,,), obtenue par la méthode de Newton
est donnée par :

f(xn) _ X f () = f(x4)

X =X, — = , X0=0
T () f/(x0) 0
—x,
5 (1+x,)e B (1+xn)’ pour 13 0.
1+e*n eXn +1
Alors on trouve :
n |0 1 2 3 4
x, | 0| 0.5000 | 0.5663 | 0.5671 | 0.5671

E D’une part, on remarque que x3 = 0.5670 donnée
par la méthode de la sécante est une valeur appro-
chée de a avec une précision de 1073. Cette valeur
est plus précise de x3 = 0.5625 obtenue par la mé-
thode de dichotomie. Par conséquent, la méthode
de la sécante converge vers a plus rapidement
que la méthode de dichotomie. D’autre part, que
x4 = 0.5671 donnée par la méthode de Newton est
une valeur approchée de a avec une prA©cision
de 1074, plus précise que celle donnée par la mé-
thode de la sécante. Par conséquent, la méthode
de Newton converge vers a plus rapidement que
la méthode de la sécante.

Exercice 03

flx)=3-¢%

gx)=x+Af(x)=x+A(3-¢%) (AeRR).



=3 o x=In3) © «a

o flx)=

La méthode de Newton pour la recherche de la so-

g)=x o Af(x)=

lution de f(x) =0 s’écrit :
f(xn) 3—e'n
=] — = A
Xnt1 = Xp f/(xn) Xn i
g =l e
T e
= (x,— 1)+ 3¢

A partir de xy5 = 1, on calcule et on trouve :
= 1.1036383235, x, = 1.0986248980, x3 =
1.0986122887, x4 =1.0986122886.

Sachant que @ = 1.0986123, a partir des premiéres
valeurs de la suite (x,),, on remarque que X, =
1.0986248980 est une valeur approchée de a avec
une erreur de 107> et x3 = 1.0986122887 est une
valeur approchée de a avec une erreur de 1078,
Donc, on a besoin de deux itérations pour obtenir
le zéro avec 4 chiffres significatifs.

Exercice 04

Ona

f(l)=e—e=0;
f'(1)=e-e=0;
f’(1)=e=0.

alors 1 est une racine de multiplicité 2 de f.

a) La méthode de Newton est donnée par

_ f(xn)
xn+1 - n_f/(xn)
e*n —ex,
=,
b) On obtient
n |0 1 2 3 4
x, | 0| 0.5819 | 0.8055 | 0.9056 | 0.9536

=1In(3

¢) On trouve

X3—1

=1l
= 0.483 et 2 = 0.492
Xy — X3 — 1
cela montre numériquement que :

_1|

1~ |xn+1
n—+co | o =1 |

=k

Donc la convergence est seulement linéaire.

%, alors la méthode

d) Si on pose g(x) = x —
de Newton consiste a la méthode de point fixe

Xp+1 = §(x,,). Pour la vitesse de convergence on a

|xn+1 - 1| = |g(xn)_g(1)| Sg/(é)lxn - 1|

avec ¢ un réel proche de 1. Donc

1' |Xn+1_1|

Nn——+00 |xn =1l | - g,(l)'
D’autre part
= LOFE) oy

dong, il faut étudier la lim,_,; ¢’(x). Pour cela, on
utilise Taylor au voisinage de 1 et on trouve

Flx)~ 37 1
payeom i tonpn =g >
fr(x)~ f(1)
la convergence est donc linéaire et
|1 =1] _ 1 1
L e R At et TS

e) Pour obtenir une approximation avec 5 chiffres
significatifs, on doit avoir

5log(10)

S <10 on> .
& log(2)

|x,-1|<107° ou

on trouve n = 17. Donc x17 est une approximation
de 1 avec 5 chiffres significatifs.

a completer par vous méme.



« Cours de calcul scientifique, réaliser par M. Tahrichi »

Cha pitre 4 (Dprt Informatique, ESTO)

Interpolation Polynomiale

n Existence et unicité du polynome d’interpolation
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne n+1 points xg, x1,...,x, dans [4,b], deux a deux distincts.

Probléme : Existe-t-il un polyndme p, de degré n > 0 tel que

(palx) = flx), Vi=01,.n7] (4.1)

Un tel polynome sera appelé polynome d’interpolation de f (ou interpolant de f) aux points xg,xy,...,x,. Une
maniere apparemment simple de résoudre ce probléme est d’écrire

Pu(x) = ag +ajx +arx®> +... +a,x" (4.2)

ou ag,ai,ay,...,a, sont des coefficients qui devront étre déterminés (clairement, si les coefficients a;, 0 < j <n
sont connus alors le polynome p,, est connu). Les (n+ 1) relations (4.1) s’écrivent alors :

a0+a1x,-+a2xi2+...+anx?:f(xl-), 0<i<n (4.3)

Puisque les valeurs x; et y; = f(x;), 0 < j < n sont connues, les relations (4.3) forment un systeme de (n+ 1)
équations a (n+ 1) inconnues ag,ay,4a,,...,4,. La forme matricielle de (4.3) est la suivante

1 xp x§ U ag Vo
n
1 x x% c Xy a; V1
1 x x3 xY a | =| ¥2 (4.4)
1 Xy X% - X:ll ay Vn

Le déterminant du systeme linéaire (4.4) est un déterminant dit de Van der Monde :

1 xq x% T

1 x; xt xf
A= : :

1 x, x2 X!

le polynome d’interpolation de f aux points x;, i = 0,..., 7 existe et il est unique si et seulement
si les points x;, i = 0,...,n sont distincts deux a deux.

Démonstration. On peut démontrer que

A= l_[ (xi —.X]').

0<j<ign

Alors si les x; sont distincts on a A # 0. Par suite le systéme (4.4) admet une unique solution [ag,ay,4as,...,a,]".
Autrement dit le polyndéme p,, défini par (4.2) est unique. O




Il n’est pas recommandé de résoudre numériquement le systeme précédent pour obtenir p,. Nous verrons plus
loin une méthode beaucoup plus efficace.

Pour trouver le polynome de degré 2 qui en xg = —1 vaut yp =8, en x; =0 vauty; =3 etenx, =1
vaut y, = 6 on résout le systeme suivant

La solution est (ag,a1,a,) = (4,—1,3). Alors on obtient p,(x) = 4x? — x + 3.

m Méthode d’interpolation de Lagrange

On appelle polynomes de Lagrange associés aux points x;, i =0,...,n les n+ 1 polynomes définis

par
o (x—x)) :
vl =] [y Osisn (4.5)
=0
j#i

11 est clair que ¢; est un polynome de degré n et que
Qi(xj))=0 si j=i,
Pi(x;) =1

Les polynomes @g, 1, @3, ..., @, sont linéairement indépendants. En effet si a, a1, a,..., @, sont (n+1) nombres
réels tels que ) 1" @;@;(x) =0, Vx € R, alors pour x = x;j nous obtenons

n
0= Zai Pi(xj) = aj,

0siizj
1sii=j

et par conséquent tous les aj, j = 0,1,...,n sont identiquement nuls. Notons maintenant P, 'ensemble formé
par tous les polyndmes de degré inférieur ou égal a n. Il est bien connu que IP,, est un espace vectoriel de
dimension (n+ 1) et que sa base canonique est données par 1, x, x2,x3,...,x". Le fait que @g, P1, P2, ..., Py soient
des polyndmes de degré n linéairement indépendants montre que ces derniers forment aussi une base de IP,,.

Ainsi nous adopterons la définition suivante.

Nous dirons que @g, @1, P2, ..., P, est la base de Lagrange de IP,, associé aux points Xg, X1, Xp,...,X,,.

Prenons n =2, xy = -1,x; =0, x, = 1. La base de Lagrange de IP, associée aux points —1,0 et 1 est formée par
les polynomes @, @1, @, définis par

////’ N /\ &(\/
(x=x1)(x = %) ¢
Polx) = (% —x1)(x0 = x3) A / \\v"
o1 (%) (x = x0)(x—x2) (e 1)(x—1) /// \\\\
! (x1 = x0)(x1 — x2) / \\
(x —x)(x — x1)
#2l) (%2 = x0)(x2 —x1) b b T /\

-1 -075 =05 -0.25 0 025 05 075 1



Revenons au probléme (4.1). Le polyndme p,, cherché s’écrit dans la base de Lagrange de IP,,

n

Pu(*) = ag@o(x) + @1 @1 (%) + .. + 3y Pn(x) = ) aipi(x). (4.6)
i=0

Sinous utilisons les propriétés des polynomes ¢;, nous avons pour j =0,1,2,...,n:

n

f(x) = pulxj) = Z“i pilx)) = aj.

i=0 ——
0siizj
sii=j
La solution du probleme (4.1) est donc définie par
n
pu¥) =) flxipix), Vxelab] (47)
i=0

Exemple

Remarque

Lerreur d’interpolation est donnée par la formule théorique suivante.

Théoréeme

On a besoin du lemme suivant, qui découle de théoreme de Rolle.




Démonstration. Le lemme se démontre par récurrence sur p. Pour p = 1, c’est le théoreme de Rolle. Supposons
le lemme démontré pour p — 1. Le théoréeme de Rolle donne des points yq €]co,c1[,..., ¥p-1 €]cp_1,¢p tels que

g'(yi) = 0. Par hypothese de récurrence, il existe donc & €]y, y,-1[Cleo, ¢p[ tel que (g)P D) =¢gP (&) =0. O

n

Démonstration du théoréme On pose 17,,(x) = l_[(x —X;)

i=0
e Si x =x;, on a 1,,1(x;) = 0, tout point 6, convient.
e Supposons maintenant x distinct des points x;.
Soit p,,41(t) le polyndme d’interpolation de f(¢) aux points x, x, ..., x,. 1, de sorte que p,,.1 € IP,,1. Par construc-
tion f(x) — pu(x) = ppi1(x) = pu(x). Or le polyndme p,,;1 — p,, est de degré < n+ 1 et s'annule aux n + 1 points
Xg,X1,.--,%,. On a donc

Pus1(t) —pu(t) =cm,(t), ceR

Considérons la fonction

Cette fonction s’annule en les n+2 points x, xg, x1,..., x,, donc d’aprés le Lemme Il il existe O, €] min(x, x;), max(x, x;)[
tel que g"*1(0,) = 0. Or

pSHl) =0, T(,(fH) =(n+1)!

On a par conséquent g"*1)(6,) = f#1(0,) - c(n+1)! = 0, dou

fU0(0,)

(n+1)! T (%)- "

f(x) _pn(x) = pn+1(x) _pn(x) =cmy(x) =

Remarque




m Interpolation par intervalle

L'interpolation d’une fonction par des polynomes de degré élevé en des points équidistribués peut engendrer
des instabilités numériques comme nous l’avons vu dans la section précédente. C’est la raison pour laquelle
I'interpolation par intervalles est souvent utilisée.

Soit f une fonction continue donnée sur un intervalle [a,b] et soit (N + 1) points tg =a <t] <t <t3 <...<
xy = b dans l'intervalle [4, b]. Pour chaque intervalle [t;,;,1], il est possible de choisir (n— 1) points intérieurs
équirépartis notés

ti1 <tip<tizg<..<ti,1.

En posant xo = t;, x; = t; j avec 1 <j <n-1, x,, = t;;, nous pouvons interpoler f aux points x;, j =0,1,...,n par
un polynome de degré n comme nous l’avons fait dans la section précédente. Dans la suite nous définissons

h= max |t —t
OsisN—ll i+1 1|:



et nous construisons une fonction f;, : [4,b] — Rtelle que f; restreinte a chaque intervalle [t;, t;,1] soit justement
le pol}.rn()me d’interpolation. de f de degréi n aux points Xj, j=0, 1,.. ..,n.On dit que f; est I'interpolant de degré
n par intervalles de la fonction f. Nous démontrons le résultat suivant :

Soit n € N et soit f : [a,b] — R une fonction (n + 1) fois continiment dérivable sur [a, b]. Soit f;,
I'interpolant de f de degré n par intervalles. Alors il existe une constante c telle que

max |f(x) - fr(x)| < ch"*1, (4.10)

x€[a,b]

Démonstration. En utilisant I’estimation (4.9) sur l'intervalle [#;,¢;,1] en lieu et place de 'intervalle [4, b], nous
obtenons :

max |f(x)— fr(x)| < M max |f(n+1)(x)|.
x€[titis] (m+1)! xetitin]
Ainsi nous avons
n+1
Jmax 1)~ fvl < o max f-tl) . =012 N1, (2.11)

ou la constante ¢ est donnée par

(n+1)
max L7 ()]

(n+1)!

Ainsi (4.10) est une conséquence immédiate de (4.11). O
Une interprétation du Théoréme précédent est la suivante. Si on se donne un entier positif # et si on prend
N points t,t,,...,t5y avec N de plus en plus grand de fagon a ce que h soit de plus en plus petit, alors

maXye(q,p]|f (x) = fu(x)| converge vers zéro lorsque h tend vers 0 (N tend vers co). En pratique, on prend N
grand et n petit (n=1 ou 2 ou 3 ou 4).

m Méthode des différences divisées

On va décrire ici une méthode simple et efficace permettant de calculer les polynomes d’interpolation de f.
Soit p,, le polyndome d’interpolation de f aux points xg,xq,...,X,.

Notation : On désigne par f|xg,x1,...,%,] le coefficient directeur du polynome p,, ( = coefficient de x" dans p,(x)).

Puisque p,—p,,_1 est un polyndme de degré < n, s’annulant aux points xg, x1,..., x,_1, et admettant f[xg, xq,...,%,]
comme coefficient directeur. Par suite

pn(x) _pn—l(x) = f[XO:xlx”-’xn](x_xO)'--(x_xn—l)'

Comme py(x) = f(xg), on en déduit la formule fondamentale

Pn(X) = f(x0)+ Zf[xOler---rxk](x_xo)'--(x_xk—l) (4-12)
k=1

Pour pouvoir exploiter cette formule, il reste bien entendu a évaluer les coefficients f[xg,x1,...,x;]. On utilise
pour cela une récurrence sur le nombre k, on observant que f[xg] = f(xp).

Formule de récurrence : Pour k > 1, 0n a

%1 x6] = f[xl,...,xkik—_fioxo,...,xk_l]' (4.13)

A cause de cette formule, la quantité f[xg,x1,...,xx] est appelée différence divisée d’ordre k de f aux points
XQyeoor Xk



Démonstration. Désignons par gx_; € IPx_; le polyndme d’interpolation de f aux points xg,xy,...,Xx. Posons

(x = x0)qk—1(x) — (x — X )pr_1 (x).
X — X0

re(x) =

Alors 1 € Py, 1(x0) = px-1(x0) = f(x0), i (xk) = qx-1(xk) = f(x¢) et pour 0<i<kona

(2 = x0) f (x;) = (x; = xx) f (1)

Xk — X0

= f(x;).

re(x;) =

Par conséquent r;, = px. Comme le coefficient directeur de gx_; est f[xy,...,x;] on obtient la formule (4.13) en
égalant les coefficients de x* dans I'identité

(2 = x0)qk—1(x) = (x = x ) p_1(x) .
X — Xo

pr(x) =

Remarque

Meéthode pratique : On range les valeurs f(x;) dans un tableau puis on modifie ce tableau en n étapes succes-
sives de la maniere suivante

Etape 0 Etape 1 Etape 2 Etapen
f(xn) f[xn—llxn] f[xn—len—lrxn] f[xOI---lxn]
fxn-1) f[xn—Z: Xp-1]
f(xn—2)
f(x2) flx1,x2] flxo,x1, %]
f(x1) flxo,x1]
f(xo)

A lissue de la n°™¢ étape, on obtient le coefficient f[x, ..., x,] cherché et on peut alors utiliser la formule (4.12).



Théoreme

Démonstration. Pour x = x; la formule est évident. Supposons que x # x; et notons par

n

4u(8) = pu(t) + fxo,- o0 x] | (8 =x2),

i=0

I'interpolant de f aux points xg, x1,...,%, et x on a donc g,(x) = f(x), ce qui est la formule annoncé. O



[ 01 [1] Berire le polynéme P d’interpolation de
la fonction f : x — x* aux 4 points

—-1,0,1,2 dans la base de Lagrange.

@ Réecrire le méme polynome dans la base
de Newton

@ Factoriser le polynome E = X* - P;.

@ Soit f(x) = x?> — 2. Montrer que f est une
bijection de [0, 2] dans [-2, 2].

@ On approche f~! par p, son interpo-

lant aux points f(l),f(%),f(Z). Quelle
approximation de V2 obtient-on?.

m Soit P un polynome quelconque.

E Montrer que son polynome d’interpola-
tion relatif aux noeuds x;, 0 < i < n, est
égal au reste de la division euclidienne
de P par le polynome

Tt (x) = (X = %0) (X = %1 )... (X = Xyy).

m Pour deux suites de nombres xg; x1; X2; ...; X,
et vo; v1; ¥2; ... ¥y, on définit la suite de po-
lynomes :

Po=v pourk=0,1,...,r

etpourk=j+1,...,r

Pk,j+1(x) _ (a5 = x)P]](;CZ : SC] — x)Pk’]-(x).
]

etj=0,...,r-1

E Construire P33 avec (x9,39) =
(=1;-1); (x1;91) = (0,1); (x2;92) = (1,0) et
(x3;93) = (2,0).

@ Montrez par récurrence que Py ; avec k >
j est le polynome d’interpolation de La-
grange pour les points xg, X1,...,Xj_1, X-

@ Qu’en concluez-vous pour Py ?

Travaux dirigés

m E] Montrer que si la fonction elle-méme est
un polynome de degré < n, alors f est
identique a son polynome d’interpola-
tion p, aux points xg, xq,...,X,.

@ Déduire 1’écriture des mondmes xX, 0 <
k < n dans la base de Lagrange {¢;, | =
0,1,...,n}.

@ En utilisant I'expression de l’erreur d’in-
terpolation, calculer la valeur de

n
Z(pj(o)xj«‘ 0<k<n.
=0

m On considere la fonction f définie sur IN par

1+(-1)"*1
fln)=———
E Montrer que pour tout n > 1

(_2)71—1
nl

fl0,1,...,n] =



Corrigés des exercices

Exercice 01

calculons les polynomes de Lagrange

Cox(x-1)(x-2) —x(x—-1)(x-2)
Yo a2 6
e+ D(x-1)(x-2)  (x+1)(x—1)(x~-2)
T 1(0-1)(0-2) 2
(e +Dx(x—-2)  —x(x+1)(x-2)
P2 A -2 - 2
(x+1)x(x—1)  x(x+1)(x-1)
=2 202-1) 6 '

Le polynome d’interpolation est donné donc dans
la base de Lagrange par

3

p3(x)= ) f(xi)gi(x)

i=0

o x(x-1)(x-2)  —x(x+1)(x-2)
- 6 i 2
. 16x(x+ 16)(x—1)

S =
Dans la base de Newton, le polynome p; est donné
par

x)=f[-1]+ f[-1,0](x+ 1)+ f[-1,0,1](x + 1)x
+f[-1,0,1,2](x+ 1)x(x— 1),

les différences divisées sont calculées par récur-
rence comme suit

x| flx] | flxoxied] | %00 %542] | fI%i5-00 %545]
1|1

0 0 -1

1 1 1 1

2 16 15 7 2

alors

p3(x)=1—-(x+1)+(x+1)x+2(x+1)x(x—1).

= Y ek = e,
x* — p3(x) c’est un polydome de degré 4. De plus
—1,0,1,2 sont quatre racines de ce polynome alors
xt—p3(x) = apx(x+ 1)(x - 1)(x - 2)

et puisque ce polynome est unitaire on déduit que
ag = 1.

f est continue strictement croissante de [0, 2] vers
[-2,2] alors c’est une bijection.

Les points d’interpolation sont x5 = f(1), x; =
f(%), x, = f(2). La fonction interpolée est f~!,
alors le polynome d’interpolation est donné par

2
p(x)=) 7
i=0

= polx) + 51 (x) + 202(x).

(xi)i(x)

Les fonctions de Lagrange sont donneées par :

(x=xp)(x—x3) 4 1

o= o —x1) (o —x) i

(x—x)(x—x;) _ 16

P T ) ) 35 02
_ (x=xo)x-x) 4 1

$2= (Xz—XO (X2—X1)_21(x 4)(X+1)

On en déduit que

pax) = 25 (x=p)x=2)+ 3 (x4 1)(x-2)
+2%(x—%)(x+1)
~ , 13 148
——ﬁx +£X+ﬁ

Puisque p, est un interpolant de f 1, alors p,(x)
est une approximation de f~!(x) pour tout x €

[-2,2]. En particulier, p,(0) = %gg = 1.40952 est

une approximation de f~1(0) = V2.

Exercice 02
A laide la dévision euclidienne de P par 7, on trouve

70, (x) + R(x),

Q est dit le quotient et R le reste de la division. De
plus

deg(R) <n,

P(x;) =R(x;), i=0,1,...,n

Par conséquence R est le polyndme d’interpolation de
P aux noeuds x;, i =0...,n.

Exercice 03

Avec un calcul simple en utilisant la relation de
récurrence on obtient

Xj | Po | D1 D2 | P |
-1] -1

0 1 2x+1

1 0 | 3x=1)|-3x2+5x+1

2 |0 | 2(x-2) | -2x+fx+1 | 1-Lx-3x2+ 253 |




Pour j =0,

Pro =9k

est un polynome d’interpolation (de degré 0) au
point x; pour chaque k=0,1,...,n.

Supposons que P ; est un polyndme d’interpo-
lation aux points X0,X1,--.,Xj-1, Xk, €t montrons
que Py ;1 est un polynéme d’interpolation aux
points X0, X1y -+ Xjy X

On a

Pjs1(x) = Ok =) (2 - 1’9 —ligel)
]

Pouri=1,2,...,j—1,0na

(3 = x;) Py (x;) = (xj = x;) P j(x;)

P jv1(x;) =
Xk —Xj
(o= x3)yi = (x5 — %)y
B 7, =%
=yl'
De plus
(x = x) P (x))
Pjr(xj) = ———————
X —X]'
=9
et
—(oj = x) P, (%)
Pejir () = ————1—

Xk —Xj
= Yk
On en déduit que Py j, est un polynéme d’inter-

polation aux points xo, x1,...,xj, X;. Ce qu’il faut
démontré.

P est le polynome d’interpolation aux points
X0sX1peeos Xk

Exercice 04
Facile, vu dans le cours.

Exercice 05
Soit

Montrons par récurrence que pour 1 > 1

B (_Z)n—l
flo,1,...,n]= T
Pourn=1,ona
f)-£(9)
0,1]=————=1,
flon =151
d’ou la propriété est vraie.
=2"!

Supposons que f[0,1,...,n] =
l'ordre n et montrons que :

- est vraie jusqu’a

£10,1,...,n+1] =

Soit p le polynome d’interpolation de f aux points
0,1,...,n+1.0n a

p(x) :f(0)+Zf[o,l,...,k]x(x—1)...(x—k+1)
k=1
+f10,1,...,n+ 1]x(x—1)...(x — n).

Pour x = n+1 et en utilisant ’hypothese de récurrence
ona:

f(n+1)=pn+1)= f(0) + En (_Zk)‘kil(n+l)n...(n—k+2)
—— k=1 :
=0

+f[0,1,...,n+ 1](n+ 1)L

Alors,

n

FIO,1,.,n+1](n+ 1) = f(n+1)+ % Y cha-2)

k=1
1+ (=12 1[& k
=T oY k(-2 -1
2 2 ; !
(_2)n+1]
_ % (_1)n+2+(_1)n+1 _(_2)n+l]

D’ou




« Cours de calcul scientifique, réaliser par M. Tahrichi »

(Dprt Informatique, ESTO)

Intégration numeérique

L'objet de ce chapitre est de décrire quelques méthodes numériques classiques permettant d’évaluer des inté-
grales de fonctions dont les valeurs sont connues en un nombre fini de points.

n Méthodes de quadrature élémentaires et composées

. . . 4 . o .o (b
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Nous désirons approcher numériquement la quantité Ja f(x)dx. Pour

cela, nous commenA§ons par partitioner 'intervalle [a,b] en petits intervalles [t;,t;,], i = 0,1,2,...,N -1,
c’est-a-dire nous choisissons des points f; tels que
a=ty<t)<th<..<ty_1<ty=b.

On note par h le maximum des pas des sous intervalles h = max |t;; —t;|. La formule de Chasles donne
0<i<N-1

N-1 i+1
I(f) = fbf(x)dx - Zf f(x)dx.
a i—0 Jti

On est donc ramené au probleme d’évaluer 'intégrale de f sur un petit intervalle [¢;,;,]. Ce calcul est effectué
au moyen de formules approchées appelées méthodes de quadrature élémentaires du type suivant

tiv1

ti

fl)dx =t~ 1)) w;f (xi5) = (), (5.1)
j=0

ou les x; ; € [t;,t;,1] sont appelés les points d’intégration et les nombres réels w; sont appelés les poids de la
formule de quadrature. La méthode de quadrature composée associée sera

b N-1 n
[ rwan=) =10 aif ) =Tt (5.2)
a i=0 j=0

Lerreur entre la valeur exacte Lbf(x)dx et la valeur approchée est le réel E;(f) =Z(f)—Zn(f).

On dit qu'une méthode de quadrature (élémentaire ou composée) est d’ordre r si la formule est
i+1

exacte pour tout p € IP,. Autrement dit si E,(p) = 0. ( ; p(x)dx —Z,(p) = 0 pour la formule

élémentaire).

Remarque

Il est clair que si Z;l:o w;j = 1 alors les formules (5.1) et (5.2) sont d’ordre 0. En effet si f € Pj alors f(x) =c€ R
tiy
Vx. Alors Li ! f(x)dx =c(tizg —t;) et Z,,(f) = c(tip1 — ti)z;?zo w;j.

(a) Cas le plus simple : 1 =0.
On choisit alors un seul point x; = x; g € [#;,#;,1] et on remplace f sur [t;,t;11] par son interpolant de degré 0 :




po(x) = f(x;). On a alors

t

tiv1 tiv1
f f(x)dx:f Po()dx = (1 — £)f (x1),
f

1

b N |
f fEdx= Y (i — 1) f (x0)

i=0
Voici les choix les plus courants :
U x; =t; : méthode des rectangles a gauche f:f(x)dx ~ ﬁal(tiﬂ —t;)f (t;).

O x; = t;,1 : méthode des rectangles a droite Lbf(x)dx ~ f\i{)l(tiﬂ — 1) f (tiz1)-
Ces méthodes sont d’ordre 0 (exactes sur Py).

|
Xi =t { ! Xi =ty

0 a ti i b 0 a ti tig b

Ox; = % : méthode du point milieu f:f(x)dx ~ Zﬁ\i?)l(ti+1 - ti)f(%).

ti X tiv1

A , t; 2. —t?

Cette méthode est d’ordre 1 (exacte sur IPq). En effet pour f(x) = x on a Ll_”f(x)dx = L et Z,(f) =
tioltt

(tiv1 — 1) 55—

(b) Cas d’une interpolation linéaire : On choisit n =1, x;9=1;, ;1 =ti1.

Si on remplace f sur [t;,t;,1] par la fonction linéaire p; qui interpole f aux points #;, ;4

Py (x) = (x - ti)f(tzﬁ:)__(j_ tz’+1)f(ti)’
i+1 i

on obtient les formules suivantes, correspondant a la méthode dite des trapeézes :

tiv1

tiv1 1 1
dx = dx = (tiq —ti)| 5 f () + 5 f(tie1) )
e [ pitode= (i =0 500+ 300
b = 1 1
L flx)dx ~ ;(tm - ti)(zf(ti)"' Ef(ti+1))-



Interpolation linéaire /\

0 T T T X
a i tiv b

L'ordre de cette méthode est 1 comme dans le cas précedent. Car pour f(x) = x on a p;(x) = x ce qui donne
I1+1f d Jl+l pl dx 0.

m Formules de quadrature de Newton-Cotes :
En général dans la méthode de Newton-Cotes a n+ 1 points (NC,,) on prend les points équidistants
i -t
Xij = ti+]%, j=0,1,2,...,n
divisant [t;,t;,1] en n sous intervalles égaux. On détermine la formule de quadrature élémentaire tout d’abord

sur [~1,1], subdivisé par les points 7; = =1 + ]% et puis on se ramene par changement de variable a I'intervalle
[ti,tis1]- Le polynéme d’interpolation d’une fonction g € ¢’[-1,1] aux points 7; est donné par

=) glr)e;()
i=0
avec @;(t) = !:(! ((Tt] _Tfk)) On a donc
k]
1 1 n
[ swdr= [ punar=2) " wjetry) (5.3)
-1 -1 =)

1! . o .
avec wj = 3 Ll @j(x)dx. Par suite de la symétrie des points 7; autour de 0, on a

Ty—j = =T}, (Pn_]'(x) = (pj(—x), Wy—j = W;j.

i, tis1] fait correspondre t € [-1,1]. Apres
changement de variable, les coefficients w; restent inchangés, donc on obtient

i1 . _f. 1
fondn = L [ (1 =) 5
t; -1

Par suite si on choisi g(t) = f(t; + (tj41 — ti)%) dans (5.3) il vient

tiv1 1
[ e G - Zw,f(t+ -t (5.4
N-1

ff x2 ) (b - Zw;f(w 41 - TJZH) (5.5)

i=0

Pour n = 2 par exemple, il vient

1
=-1L n=0 m=1 @)=_x(x-1), ¢x)=1 —x%, @a(x) = @o(—x),



donc on obtient

f Fodx = (1 = )| 2 (£ 1)+ Flta+ 27 (L), (56)
e Y- o[ Lot st 2 (1) (57)
a i=0

On démontre en fait le résultat suivant que nous admettrons :

[ Si n est pair, I'ordre de NC,, est n + 1.
(3 Si n est impair, 'ordre de NC,, est n.

Par exemple la formule (5.5) est d’ordre 3 puisque n = 2 est pair. Ceci fait que, hormis le cas n = 1, les méthodes

de Newton-Cotes ne sont utilisées que pour n pair :

v n=1:méthode des trapézes (ordre 1) wy = w1 = %

v n=2:méthode de Simpson (ordre 3) wy = w;, = %, w1
v n=4:méthode de Boole-Villarceau (ordre 5) wg = wy = 55, @] =w3 =733, @3=7s-
v n=6: méthode de Weddle-Hardy (ordre 7)

— _ 41 _ _ 9 _ _ 9 _ 34
wo—a)é—m, a)l—a)5—ﬁ, (l)2—(1)4—m omeg@-m.

On peut montrer le résultat de convergence suivant.

Supposons que la formule de quadrature composée (5.2) pour calculer numériquement f: f(x)dx

soit exacte pour des polyndmes de degré r > 0. Si f est de classe ¥"*![a,b] alors il existe une
constante ¢ > 0 indépendante de / telle que

<ch™t, (5.8)

b
j f@)dx-T(f)

En fait, I'inégalité (5.8) montre que, lorsque la partition est fine (h petit), I'’erreur de quadratue Ej,(f) est petite.
Cette erreur devient d’autant plus petite avec h que r est grand. Il est donc légitime de chercher une formule
de quadrature exacte sur des polyndomes de degré r aussi élevé que possible.




m Formules de quadrature de Gauss

de sorte que la formule de quadrature (5.3) soit exacte sur des polynomes de degré r aussi grand que possible.
CommenAS§ons par la définition suivante.

Le polynome de Legendre de degré n est défini par

L(t)= — ” 2 1)" R 5.9
n(t)—zn—n!w(t— ), teR (5.9)
Ainsi nous avons,
3t2-1
LO(t):lr Ll(t):t’ LZ(t>: 5

Nous démontrons certaines propriétés des polynomes de Legendre L,,, n=0,1,2... qui nous seront utiles dans
la suite.

Les polynomes de Legendre vérifient les propriétés suivantes :
i) La famille {Ly,L4,...,L,} forme une base de IP,,.
ii) Sii = j alors f_ll Li(t)Lj(t)dt = 0 (propriété d’'orthogonalité).

iii) L, a exactement n racines réels distincts dans 'intervalle | — 1, 1[. Ces racines sont appelés
les points de Gauss.

Démonstration. i) On vérifie facilement que L;(t) est un polyndome de degré j exactement et ainsi Lo, Ly, ..., L,
sont indépendants. Ils forment donc une base de IP,,.
ii) Supposons i > j. On obtient alors en intégrant par parties

1 1 i i
J- Li(t)L;(t)dt ! J (2 -1) J (t2=1)dt

. T2y or ati
1 gi-1 5 iaj 5 AL 1 gi-1 il .
= —_— J— — 1)/ _ 2 1\ 2 _1y]
ziﬂ‘i!j!{[atil U atf(t 2 o Ja BtH(t 2 3tf+1(t Lydty.

Puisque (t> - 1) a un zéro d’ordre i en 1 et en —1, la (i — 1)*™¢ dérivée de (t> — 1) s’annuleen t =1 eten t = —1.

Ainsi nous obtenons
1 1 9i-1 j+1
_ (=1 I i,
o= giviitgt )y gt G (oY

En intégrant par parties j fois comme ci-dessus, nous obtenons :

. L )
e _ (=Y I, 9T,
LLl(t)L](t)dt_ i | s =
—_——
(2))!

_Cye) o
o2 ) ot

. . i 1
_ (D)) [ 0! (tz_l)i] — 0,
-1

2+7iljt |t

(12 —1)dt




La formule de quadrature de Gauss a n + 1 points est définie par

1 n
J-_ g(t)dt ~ 2ijg(Tj) =Jn(8)

1 =0

ou les points d’intégration 7y < 71 <... < T, sont les n + 1 zéros du polynome de Legendre L, 4
c’est-a-dire les n + 1 points de Gauss (voir propriété iii) du Théoréme lll). Les poids wq, g, ..., w,
sont définies par

1 (!
wjz_J- pj()dt, j=0,1,...,m,
2 ),

ou @g, P1,..., P, est la base de Lagrange de IP,, associée aux n + 1 points de Gauss.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant.

La formule de Gauss a n+ 1 points (1 > 0) est exacte sur les polynomes de degré r=2n+ 1.

Démonstration. Soit p un polynéome de degré 2n + 1. Clairement, nous pouvons définir pour t € R:

=) plr)e;(t)
j=0

ou @g, P1,..., P, est la base de Lagrange de IP,, associée aux n+ 1 points de Gauss 1y, 7y,...,T,. Autrement dit,
le polynome p, est donc l'interpolant de p de degré n aux points 7¢,7y,...,7,. Considérons maintenant le
polyndme g défini par

q(t) = p(t)—pa(t) VieR
Le polynome g est un polynome de degré 2n+1 qui s’annule en les points 7y, 7y,..., T,. Ainsi g est divisible par
le polyndéme v de degré n + 1 défini par

v(t)=(t—-1)(t—11)...(t—17,) VteR,
c’est-a-dire qu’il existe un polynome z de degré n tel que
q(t) =v(t)z(t) ViekR

Puisque L, est un polynome de degré n+1 qui s’annule aux points 7, 7y,..., T, alors il existe un nombre réel
a tel que
v(t)=al,, (t) VieR

D’autre part, puisque z est de degré n, il existe g, B1,..., f, € R (propriété i) du Théoréme lll) tels que

20=) BLi()
i=0

Ainsi dong, en utilisant la propriété ii) du Théoreme lll, nous avons

Jl q(t)dt:j dt_azlgjf vt (L (8)dE = 0.

1
Jll p(t)dt = jll pu(t)dt,

en enfin, par définition de p,, nous obtenons

j dt_Zp T]j P;(t dt_2Za)]p ).

j=0

Par définition de g nous avons prouvé que

Cette derniere relation est exactement ce que nous voulions montrer. O



Remarque

Connaissant une formule de Gauss a n+ 1 points, nous pouvons calculer, pour une fonction f définie sur [a,b],
la quantité Z,(f) donnée par la formule composée (5.5). Tenant compte des Théorémes Il et lll nous avons

b
j Fx)dx—Ty( )| < k>, (5.10)

ol ici f est supposée 21 + 2 fois continA»ment dérivable et c est constante positive qui ne dépend pas de 7.




m Soit 0 < @ < 1 un nombre réel, soit 7y =
-a, 11 =0, Tp = a et soit wy, w;,w, trois
nombres réels. On considére la formule de
quadrature définie par

1 2
J gt =) w;g(r)) = Ir(g),
_ L

! ]
ou g est une fonction continue sur [-1,1].

E] Trouver wy, wy,w, en fonction de a de
sorte que Z,(g) soit exacte sur IP,.

@ Montrer qu’avec de tels poids Z,(g) est
exacte pour tout polynome de degré 3.

E Existe-t-il & tel que Z,(g) est exacte pour
tout polynome p de degré 5? Si oui, cal-
culer ce a.

m Soit 0 < a < 1 un nombre réel, soit
T = -1, 1 = -a 17 =a 13 =1 et
soit wg, w1, w,, w3 quatre nombres réels. On
considere la formule de quadrature définie

par

1 3
w;g(7;) = I5(8),

jlg(t)dt ~

ou g est une fonction continue sur [-1,1].

j=0

E Trouver w;, 0 <j<3en fonction de a de
sorte que Z3(g) soit exacte sur les poly-
nomes de degré inférieur ou égal a 3.

@ Existe-t-il a tel que Z3(g) est exacte pour
tout polynome p de degré r > 3? Si oui,
quelle est la valeur maximale de r et que
valent alors a et wg, w1, Wy, w3?

Travaux dirigés

m Soient x; et x, deux points de [-1,1] et A; et
A, € R. On désigne par C[-1,1] I'espace vec-
toriel des fonctions continues sur [-1,1] et a
valeurs réelles et on définit
T:Cl-L1] >R par T(f)= A f(xi)+Aof (x2):
E Quelles conditions doivent vérifier
X1,%X2,A1, A, pour que T soit une mé-
thode d’intégration sur [-1,1] exacte
pour

(«) Les fonctions constantes?
(B) Les fonctions affines?

() Les polynomes de degré inférieur
ou égalea 2?

@ Parmi les méthodes exactes pour les po-
lyndmes de degré < 2 une seul vérifie
X1 = —Xp. Montrer que ce choix de x; et
X, (et des Ay et A, correspondants) four-
nit une méthode exacte pour les poly-
nomes de degré < 3 et qu’il s’agit de la
seule méthode d’intégration exacte pour
les polynomes de degré < 3 qui soit du
type étudié dans le probleme. Quelle est
cette méthode?

m On considere la formule de quadrature sui-
vante

Z(f) = aolf (xo) + f(=x0)] + a1 [f (1) + f(=1)]

~ J:ll f(x)dx.

E Déterminer ag,a; et xy pour que la for-
mule soit exacte sur les polynomes de
degré 5.

@ Appliquer ce résultat a la fonction f(x) =
ﬁ. Quelle approximation de 7 obtient-
on?

@ Comparer le résultat obtenu avec la for-
mule de Gauss a trois points.



Corrigés des exercices

Exercice 01

la formule T, est exacte sur P, ssi elle est exacte
sur 1, x, x? et cela s’exprime sous la forme suivante

w1 + Wy + w3 :J}lldx:2
—awy + 0wy +awsz = le xdx =0
a’w; + 0wy + a’ws = Lll x2dx = 3.
c-a-d
w; =2-w1—w;3
w7 = ws
o =L

On déduit que, la formule Z; est exacte sur IP; si
et seulement si w;

Ona

IQ(XS) = (1)1(—0()3 +(1)10+ (U30(3 SE J

1
=w3=zpetwy= 2—30(2

1
x3dx.
1

D’ou I’exactitude sur 3.

La formule 7, est exacte sur [P est équivalent

1
IQ(x4) = J x*dx,
=il
c-a-d
2 3
a)l(—oc)4+a)10+a)3a4 =

= - S a=
5

Finalement, on vérifie facilement que :

1
IQ(x5) = J-lx

D’ou I’exactitude sur Ps.

Exercice 02

Similaire a l'exercice précédent, seulement on aug-
mente le degré.

Exercice 03

T:C[-1,1]>R par

Sdx =0

T(f)=Arf(x1)+ Azf (x2).

() La formule T est exacte sur les constantes ssi

1
T(l):/\l-i-/\z:f
-1

(B) La formule T est exacte sur les fonctions af-
fines ssi

T(1)= A+ 4, = [ 1dx
T(x)=Ax1 +Arxp = Lll xdx

ldx = A +1,=2

/\1 +/\2 =2
/\1X1 +/\2X2 =0

(y) La formule T est exacte sur les polynomes

< 2ssi
1
T(1)=A1+ A, = ldx A+A, =2
1
T(x)=Ayx; + Arxy = Ll xdx =13 Axp+Ax; =
1 2
T(x2) = Ayx? + Apx5 = I_l x%dx Arx] + o] =
Si on prend, x; = —x;, on déduit que
/\1 = /\2 =1l
= A
Xy = \/5
On vérifie facilement que
1
T(x3) = Alx% + /\zxg S j x3dx.
=il
Cette formule est dite formule de quadrature de
Gauss a deux points
Exercice 04
Io(f) = aolf (xo) + f(=x0)] + a1 [f (1) + f(=1)].
Cette formule est exacte sur IPs, cela est équi-
valent a :
ag+ag+a;+a; =2,
apXg —AagXog+ay —ay = 0,
Agx2 + agx: +a; +a; = Gota =1,
0 0 1 1= 3 2 1
o+ 0% PO [ S
agxg —apXy +a; —a; =0, 4 1
4 4 2 apX +a = 5-
ﬂoxo ar (loxo +a;+a; = 57
aoxg = aoxg +a;—a; =0.
_5
(11—1—[10, 111—1—110, aO-E;
_1
o ao—aox(%:%, o ao(l—xg):%, o a =5,
1
ao—aoxozé. 1+x5:g xozi%.

Si on applique cette formule a la fonction
f(x)= 1:7, on obtient

f L ae="2rcn)espcL)+5f(
al+x277 2 6 \/‘ \/‘
14
=5
D’ou
=28 31111,

0
2
3



	Résolution des systèmes linéaires par des méthodes directes
	Introduction
	Méthode d'élimination de Gauss
	Cas d'une matrice 44
	Cas général
	Pivot nul: permutation de lignes

	Méthode de décomposition LU
	Définition et motivation
	Calcul direct de la décompostion LU
	Algorithme de Doolittle

	Décomposition de Cholesky
	Existence
	Algorithme de Cholesky


	Méthodes itératives pour la résolution des systèmes linéaires
	Généralités
	Méthode de Jacobi
	Méthode de Gauss-Seidel
	Méthode de relaxation

	Résolution d'équations non-linéaires
	Méthode du point fixe
	Méthode de dichotomie
	Méthode de Newton
	Méthode de la sécante

	Interpolation Polynômiale
	Existence et unicité du polynôme d'interpolation
	Méthode d'interpolation de Lagrange
	Interpolation par intervalle
	Méthode des différences divisées

	Intégration numérique
	Méthodes de quadrature élémentaires et composées
	Formules de quadrature de Newton-Cotes :
	Formules de quadrature de Gauss


